5. נתונות N משקולות, עם משקלים 1 גרם, 2 גרם, ..., N גרם. המשימה היא לבחור שתי משקולות או יותר, כך שמשקלן הכולל שווה למשקל הממוצע של שאר המשקולות. הוכח כי
א. אם 1+N הוא ריבוע שלם, אז המשימה אפשרית.
ב. אם המשימה אפשרית, אז 1+N הוא ריבוע שלם.
פתרון. א. ננסה לבחור K משקולות הכי קלות, ונראה עבור איזה K, N זה יעבוד.
המשקל הכולל של המשקולות הקלות שווה 
[image: image1.wmf](

)

1

2

KK

+

. המשקל הממוצע של יתר המשקולות, היות והם יוצרים סדרה חשבונית, שווה לממוצע של המשקולות הקלה ביותר והכבדה ביותר מבין אלה שלא נבחרו, כלומר 
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. שני הגדלים שווים כאשר
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זה נותן דוגמה כאשר 1+N הוא ריבוע שלם.
ב. נניח שנבחרו K משקולות. משקל כולל של כול המשקולות הוא 
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. נסמן ב-T את משקל המשקולות שנבחרו. משקל של המשקולות שלא נבחרו הוא 
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, לכן משקל כל המשקולות הוא 
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. כלומר
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ממוצע של המשקולות שלא נבחרו = T ומספר זה יהיה גדול ביותר אם נבחרו המשקולות הכי קטנות. במקרה זה ממוצע של משקולות שלא נבחרו הוא 
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. לכן בכל מקרה 
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. השוויון יכול להתקיים אך ורק במקרה שנבחרו K משקולות הכי קטנות. זה המקרה שבדקנו אותו בסעיף א' והגענו למסקנה שהוא מתרחש כאשר 1 + N = 2 K. נניח שזה לא המקרה. אז, היות ו-T חצי שלם (ואפילו שלם) 
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כלומר 
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 וזה לא יתכן, כי K > 1.
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