7. הכניסה למערה חסומה ע"י שולחן עגול שמסתובב. על השולחן נמצאות במעגל ובמרחקים שווים N חביות סגורות, זהות לחלוטין למראה. בכל חבית נמצא דג מלוח, שראשו מכוון כלפי מטה או כלפי מעלה. בכל מהלך, עלי באבא בוחר מספר חביות והופך אותן בו-זמנית. לאחר מכן, השולחן מסתובב. כאשר השולחן מפסיק להסתובב, כבר אי-אפשר לזהות אילו חביות נהפכו בפעם הקודמת. המערה נפתחת רק כאשר כל הדגים מסתכלים באותו כיוון.

עבור אילו ערכים של N יוכל עלי באבא לפתוח את המערה במספר סופי של מהלכים?
תשובה. חזקות של 2.

פתרון. קודם כל, נוכיח שלא ניתן לפתוח את המערה בוודאות עבור N אי-זוגי.

נוכיח שבכל שלב המערה עלולה לא להיפתח. נניח שבשלב מסוים אנחנו הופכים K פחיות. זה עלול לפתוח את המערה רק בשתי מקרים: אם כל הדגים שהפכים מסתכלים למעלה, ויש בדיוק K דגים שמסתכלים למעלה, ואם כל הדגים שנהפכים מסתכלים למטה, ויש בדיוק K דגים שמסתכלים למטה. לא יתכן שבדיוק K דגים מסתכלים למעלה ובדיוק K דגים מסתכלים למעלה, כי N אי-זוגי. לכן בשביל שהמערה תיפתח צריך להתקיים בדיוק אחד מהמקרים הנ"ל. אבל על זה אי-אפשר להסתמך, הרי אנחנו לא יודעים באיזה מצב הגלגל, ויתכן שבכל פעם דג מסוים יהיה במצב הפוך למצב שצריך להתקיים בשביל שהמערה תיפתח (הרי כל עוד שהיא לא נפתחה, יש דגים בשני המצבים).

כעת נוכיח, שגם אם יש ל-N מחלק אי-זוגי הגדול מ-1 לא נוכל לפתוח. נניח ש-1+K2 הוא מחלק של N. אז נתבונן ב-1+K2 פחיות שנמצאות במרחקים שווים (קודקודים של מצולע משוכלל). אנחנו אפילו לא נוכל להבטיח שנוכל לגרום לכל הדגים בפחיות האלה להסתכל באותו כיוון, לפי מה שכבר הוכחנו. לכן גם לא נוכל להבטיח שכל N הדגים יהיו באותו כיוון.
כלומר, יש לנו תקווה רק עבור חזקות של 2. עבור חזקות של 2 נעשה זאת באינדוקציה. אנחנו נוכיח אפילו טענה יותר חזקה: אפשר להגיע למצב שבו כל הדגים מסתכלים למעלה. עבור פחית אחת המערה פתוחה תמיד (ואפשר בניסיון אחד להפוך אותה למעלה, אם הוא לא מסתכלת למעלה). 

בהנחה שהצלחנו להוכיח עבור K2, נשתדל לעשות זאת גם עבור 1+K2 = N. 

נחלק את כל הפחיות לזוגות של פחיות מנוגדות. יש K2 זוגות כאלה. אם בכל זוג הדגים הם אותו דבר, אז נוכל לכוון את כולם למעלה, כאשר בכל מהלך אנחנו נהפוך זוגות של פחיות מנוגדות. לשם כך אנחנו נריץ את השיטה שקיימת עבור K2 על הזוגות של נקודות. נקרא לתהליך הזה שיטת זוגות. הוא יפתח מערה בתנאי שבכל זוג הדגים מכוונים באותו כיוון, והוא ישמור על זוגיות של כמות הדגים שמסתכלים למעלה בכל זוג.

נסתכל כרגע בשולחן מדומה, שבו יש K2 פחיות לכל זוג מתאימה פחית, שהדג שלה מסתכל למטה כאשר יש בזוג המתאים בדיוק דג אחד שמסתכל למטה. בשביל להפוך פחית בשולחן המדומה, צריך להפוך פחית אחת מזוג שלה בשולחן האמיתי. באמצעות השיטה שידוע בהנחת אינדוקציה, אפשר לגרום לכל הדגים בשולחן המדומה להסתכל למעלה. בהתחלה, ואחרי כל פעולה שמשנה מצב בשולחן המדומה, אנחנו נריץ שיטת זוגות על השולחן האמיתי. 
שיטת זוגות לא תשנה את המצב בשולחן המדומה, וכאשר כל הדגים בשולחן המדומה יסתכלו כלפי מעלה, שיטת זוגות תפתח את המערה.
