5. נתון מספר שלם N > 1. שניים לפי התור מסמנים נקודות על המעגל: הראשון בצבע אדום והשני בצבע כחול. כאשר סומנו N נקודות מכל צבע, המשחק מסתיים. בסוף המשחק, כל שחקן מוצא את הקשת הארוכה ביותר שהקצוות שלה הם בצבע שלו, ועליה אין נקודות מסומנות נוספות. זה שיש לו את הקשת הארוכה יותר מנצח (אם האורכים שווים, או שאין קשתות שקצוותיהן באותו צבע, מכריזים על תיקו). לאיזה שחקן יש אסטרטגיית ניצחון?
תשובה. לשחקן השני.

פתרון. אנחנו נתאר אסטרטגיית ניצחון עבור השחקן השני.
אחרי המהלך הראשון של השחקן הראשון, השחקן השני יסתכל תמיד על מצולע משוכלל בעל N צלעות חסום במעגל, שאחד הקודקודים שלו זו הנקודה האדומה הראשונה שהראשון סימן. בכל מהלך שלו, כל עוד זה אפשרי, השחקן השני יתפוס את הקודקודים של המצולע הזה.

אחרי  K< N מהלכים שלו השחקן השני יגלה שכל הקודקודים של המצולע המשוכלל הזה תפוסות, מתוכם K נקודות כחולות ו-K – N נקודות אדומות. 

לכן יש לכל היותר 1– K – N קשתות שלא מכילות אף נקודה, קצותייהן אדומים, ואורכן N/1 מהמעגל. אז השחקן השני יכול לפצל את כל הקשתות הללו לחלקים קטנים יותר, ועוד יישאר לו מהלך אחרון לפני הסוף. 

נסתכל על המצב לפני המהלך האחרון של השחקן השני. כל הקשתות שקצותיהן אדומים ואין אף נקודה בתוכן קצרות ממש מ-N/1. הרי כל קשת כזאת באורך N/1 מכילה קודקוד של המצולה המשוכלל, או שקצותיה הם הקודקודים האדומים של המצולע, אבל בתוך כאלה קשתות הכנסנו נקודות כחולות.
נסתכל כרגע על קשתות באורך N/1 שקצותיהן קודקודי המצולע המשוכלל. בין הקודקודים יש K נקודות כחולות, לכן לפחות ל-1+K יש קודקוד כחול אחד לפחות. השחקן הראשון ביצע K – N מהלכים בקודקודי המצולע, לכן רק K נקודות כחולות לא בקודקודי המצולע, לכן מבין 1+K באורך N/1 שקצותיהן קודקודי המצולע המשוכלל ואחד מהם כחול, יש קשת ללא נקודות אדומות בפנים. אם השחקן השני במהלכן האחרון יסמן נקודה כחולה בקשת הזאת, הוא יכול ליצור קשת ריקה שקצותיה כחולים בכל אורך שקטן מ-N/1 ואפשר לדאוג לכן שזה יהיה יותר גדול מאורך של כל קשת ריקה שקצוותיה אדומים.
הערה. למען שלמות צריך להסביר גם מה עושים אם זה עוד לא מהלך אחרון של השני והוא כבר הרס לראשון את כל הקשתות באורך N/1, אבל זה קל ולא ממש מעניין, לכן אנו משאירים את זה תרגיל לקורא.
