5. נתונים מספרים חיוביים a1, a2, … , an.

נתון כי a1 + a2 + …  + an ≤ ½  . 

הוכח כי (1 + a1)(1 + a2)· …  ·(1 + an) < 2  .

פתרון. נוכיח כי (1 + a1)(1 + a2)· …  ·(1 + an) < 1 + 2(a1 + a2 + … + an).

מזה הכל מתקבל ישירות. את הטענה הזאת נוכיח באינדוקציה.

ברור כי 1 + a1 < 1 + 2a1.
בהינתן (1 + a1)(1 + a2)· …  ·(1 + an-1) < 1 + 2(a1 + a2 + … + an-1) נקבל

(1 + a1)(1 + a2)· …  ·(1 + an-1)(1 + an) < (1 + 2(a1 + a2 + … + an-1))·(1+an) = = 1 + 2(a1 + a2 + … + an-1) + an + 2(a1 + a2 + … + an-1)·an ≤
≤ 1 + 2(a1 + a2 + … + an-1) + 2an
(הרי 1  2(a1 + a2 + … + an-1) ≤), מש"ל.

הערה. ישנם עוד פתרונות רבים, כולל פתרונות לא אלמנטאריים. למשל, מהקמירות של e x נובאה שהפונקציה נמצאת מעל המשיק שלה , e x ≥ 1 + x.
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באי-שוויון הזה לא יתקבל שוויון אף פעם, כי השוויון מתקבל רק כאשר ak = 0 לכל k.
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 זו הערכה הרבה יותר חזקה מ-2, כי 
[image: image3.wmf]e

 קטן מ-2. את ההערכה הזו אי-אפשר לשפר.
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