3. שמוליק צייר משולש ABC והעביר בו תיכון AD. אחר כך הוא הודיע לאליהו מה הוא אורך התיכון AD ואורך הצלע AC. אליהו, בהסתמך על הנתונים שהוא קיבל, הוכיח טענה: זווית CAB כהה, וזווית DAB חדה. 

מצא את היחס AD/AC (והוכח את הטענה של אליהו במקרה זה).
תשובה. ½
פתרון ראשון. נניח כי AD/AC < ½ . אליהו יכול לצייר קטע AC אופקי באורך נתון, ומעליו נקודה D מעל קטע AC במרחק נתון מ-C כן שהזווית DAC קרובה מאוד ל-0. אחרי זה הוא ממשיך ישר CD ובוחר על ההמשך של CD נקודה B כך ש-D הוא האמצע של BC. משולש ABC שיתקבל מקיים את כל התנאים ששמוליק נתן לו.

אילו הוא היה לוקח זווית ACD שווה ל-0, אז D היה על הקטע AC קרוב יותר ל-A מאשר ל-C, ו-B היה על המשך הקטע AC, לכן זווית DAB היה שווה °180 במקרה הזה. כמובן, זה מקרה שאסור לו לקחת, כי קודקודי המשולש לא יכולים להיות על ישר אחד, אבל אליהו לקח זווית קרובה ל-0, לכן הנקודות קרובות מאוד למיקום שלהם במצב האסור הזה, כלומר DAB קרובה ל-°180 והיא לא זווית חדה בניגוד לתנאי.

נניח כי AD/AC > ½ . אליהו יכול לצייר קטע AC אופקי באורך נתון, ומעליו נקודה D מעל קטע AC במרחק נתון מ-C כן שהזווית DAC קרובה מאוד ל-0. אחרי זה הוא ממשיך ישר CD ובוחר על ההמשך של CD נקודה B כך ש-D הוא האמצע של BC.

נקודה D  תהיה יותר קרובה ל-C מאשר ל-A, כלומר אם E אמצע הקטע AC אז DEC זווית חדה, והיא שווה לזווית BAC כי BA מקביל ל-DE, לכן גם BAC חדה בניגוד לתנאי.
ובכן, בכל מקרה כאשר AD/AC שונה מ-  ½אז אליהו לא מסוגל להוכיח את הטענה שהוא הוכיח. נשאר להוכיח את טענותיו במקרה ½ = AD/AC.

תהיה E אמצע AC. אז AE = AC/2 = AD, כלומר המשולש DAE שווה שוקיים. לכן הזווית AED חדה, ולכן הזווית המשלימה DEC כהה. אבל זווית BAC שווה לזווית DEC, לכן גם היא כהה, מש"ל.
זווית DAB שווה לזווית שווה לזווית ADE, שוב בגלל ש-DE מקביל ל-AB, וזווית ADE גם היא אחת משתי זוויות בסיס של משולש שווה שוקיים ADE, לכן היא חדה ולכן גם DAB חדה, מש"ל.
פתרון שני. נניח, ששמוליק העביר לאליהו רק יחס AD/AC ולא את הערכים של AD, AC. בצורה כזאת אליהו יחשוב לו על כל המשולשים שהוא חשב עליהם קודם, אלה רק על כל המשולשים שדמים להם. זה לא משנה, כי דמיון שומר על זוויות. לכן גם נבקש מאליהו להניח, כי DC = 1. זה לא מגביל את הכלליות, כי דמיון שונר על הזוויות. 

אז אליהו יכול לצייר על הדף שלו קטע אופקי BC אורך 2 ונקודה D באמצע שלו, וזה יהיה דומה לציור של שמוליק, רק שהוא לא יכול לדעת בוודאות איפה נקודה A נמצאת. על הנקודה A נתון לו תנאי = AD/AC קבוע נתון, וזה מגדיר מעגל של אפולוניוס, שהוא המקום הגיאומטרי של נקודות A שמקיים = AD/AC קבוע נתון.

http://en.wikipedia.org/wiki/Circle#Apollonius_circle
לכן כל מה שידוע לאליהו שהנקודה A נמצאת על מעגל (או ישר במקרה שהיחס 1 =).

יחד אם זאת, הוא הוכיח שזווית CAB כהה, וזווית DAB חדה. התנאי הראשון אומר כי A נמצא בתוך העיגול שקוטרו BC, והתנאי השני אומר כי A נמצא מחוץ לעיגול שקוטרו DB. לכן המעגל של אפולוניוס שנתון לאליהו חייב להיות בתוך העיגול שקוטרו DB ומחוץ לעיגול שקוטרו BC. 

אבל המעגל של אפולוניוס חותך את המשך של קטע CD בנקודה מסוימת (אם הוא לא ישר, אבל ישר אינו מוכל בעיגול שקוטרו CD לכן זה מקרה פסול) בנקודה T. T נמצא או מחוץ לעיגול BC, או  בתוך עיגול CD, או על הגבול שלהם, כלומר ב-B. בכל מקרה T נמצא באזור אסור, אבל זה לא סותר את הטענה של אליהו כי A לא יכול להיות T ממש, הרי משולש זה לא סתם שלושה של נקודות אלה שלושה של נקודות לא על ישר אחד. אבל A יכולה להיות נקודה קרובה מאוד ל-A על המעגל של אפולוניוס.

הנקודה היחידה על המשך של קטע CD שיש בסביבה שלה נקודות בתחום במותר זו B. לכן X הוא B, ומעגל אפולוניוס עובר דרך B, לכן AD/AC = BD/BC = ½ .
קל לראות שבמעגל אפולוניוס {X | XD/XC = ½}  כל נקודות חוץ מ-B נמצאות בתחום המותר כי מעגל אפולוניוס משיק בנקודה B גם לעיגול שקוטרו BC וגם לעיגול שקוטרו BD.
