7. מבחן אמריקאי מורכב מ-30 שאלות, לכל שאלה יש שתי תשובות אפשריות (אחת נכונה, והשנייה שגויה). כל פעם שאבישי ניגש למבחן הוא עונה על כל השאלות. בסוף המבחן אומרים לו כמה תשובות נכונות היו לו. בהתחלה אבישי לא יודע את התשובה הנכונה לאף שאלה. בתנאי שהשאלון תמיד נשאר אותו דבר, האם יצליח אבישי 

א. לגלות את כל התשובות הנכונות תוך 29 מבחנים (ולענות הכל נכון במבחן ה-30)?

ב. לגלות את כל התשובות הנכונות תוך 24 מבחנים (ולענות הכל נכון במבחן ה-25)?
אנחנו נציג מספר שיטות: עבור 29, 24, 23, 22, 21, 20, 19, 18 מבחנים. התחושה היא שקיימות שיטות אפילו יותר יעילות. מטרתנו זה שהקוראים (אלה שרוצים לפחות) יכירו כמה שיותר רעיונות, ואולי אפילו יוכלו להגיע לשיאים חדשים, אולי באמצעות שילוב של רעיונות שאנחנו כבר מצאנו ורעיונות מקוריים שלהם.

שיטה עבור 29 מבחנים:

במבחן K אבישי יענה "לא" על שאלה K ויענה "כן" על כל השאלות האחרות.

יש שני מקרים בשיטה זו: או שהוא יקבל תמיד אותו ציון, או שהוא יקבל ציונים שונים. אם התשובה בשאלה K ושאלה M זהה, אז הוא יקבל אותו ציון במבחנים K  ו-M, אחרת הוא יקבל ציון יותר גבוה ב-2 ב-1 המבחנים, ואז הוא ידע את שהתשובות שהוא נתן בשאלות אלה במבחן היותר מוצלח נכונות.

לכן אם יש תשובות נכונות משני סוגים בין השאלות מ-1 עד 29, אז הוא יגלה בצורה כזאת את כל 29 שאלות ראשונות. והרי אם הוא יודע מה התשובות הנכונות עבור 29 שאלות ראשונות, אז מבחן כלשהו הוא יודע כמה נקודות הוא קיבל על 29 שאלות ראשונות, ולפי הציון שלו הוא ידע גם האם הוא ענה נכון בשאלה האחרונה.
אם לכל 29 השאלות הראשונות יש אותה תשובה, אז הציון שלו בכל אחד מהמבחנים יהיה גבוהה מאוד (לפיות 28) במקרה שהתשובה היא כן, ונמוך מאוד (לכל היותר 2) אם התשובה היא לא. לכן גם במקרה זה הוא ידע את כל התשובות ל-29 שאלות ראשונות ולכן גם לשאלה האחרונה.

הערות כלליות שישמשו במספר פתרונות:

א. מותר להניח ללא הגבלת הכלליות (למרות שאולי זה לא תמיד נוח) שבפעם הראשונה אבישי יענה "כן" על כל השאלות. אכן, אם יש לו שיטה כלשהי שפותרת את הבעיה ב-N מבחנים, הוא יכול על כל מבחן להפעיל XOR אם המבחן הראשון (כלומר להפוך את כל התשובות שבהם הוא ענה "לא" במבחן הראשון),  והשיטה עדיין תעבוד.
ב. נניח שבמבחן הראשון אבישי יענה "כן" על כל השאלות, נקרה למבחן כזה אתחול. 
נחשוב מה בעצם המידע שהוא מקבל באמצעות מבחן אחר, שבוא הוא יענה "כן" על ששאלות מסוימות ויענה "לא" על שאלות אחרות. נסתכל על סכום של הציון שלו במבחן הזה ומבחן האתחול. אז על כל שאלה שעליה הוא ענה "כן" הוא יקבל נקודה אחת בסה"כ, לכן מה שהוא מגלה זה כמה היו תשובות נכונות מבין תשובות "כן" שהוא ענה במבחן האחרון: על כל תשובה נכונה מבין אלה הוא יקבל 2 הנקודות בסכום הציונים, ועל תשובה שגויה 0 נקודות.

לכן, אחרי מבחן האתחול, בכל מבחן הוא בעצם עושה פעולה כזאת: הוא בוחר תת-קבוצה של שאלות, ובודק על כמה מהם תשובה "כן" היא תשובה נכונה. לפעולה כזאת אנחנו נקרא בעתיד לשם קיצור  לבדוק קבוצה של שאלות. 

ג. בעצם, בשאלת האתחול אנחנו בודקים את הקבוצה של כל 30 השאלות, ומבררים כמה תשובות "כן" נכונות יש בקבוצה זאת. 

שיטה עבור 24 מבחנים:

מבחן הראשון הוא אתחול (כמו בהערה ב'). ב-5 מבחנים הבאים נבדוק חמישיות של שאלות: שאלות מ-1 עד 5, שאלות מ-6 עד 10, ... , שאלות מ-20 עד 25.
עד עכשיו בזבזנו 6 שאלות (את החמישייה האחרונה אין טעם לבדוק: אם אנחנו יודעים כמות כוללת של תשובות "כן" בכל החמישיות חוץ מהאחרונה, ואת כמות הכוללת של בין כל השאלות, אז אפשר להבין את מה שקורה בחמישייה אחרונה באמצעות חיסור, ללא מבחן נוסף). 

עכשיו נציג שיטה לגלות את כל התשובות בחמישייה כלשהי שעבורה כבר עשינו אתחול (כלומר גילינו כמה תשובות "כן" יש שם). השיטה הזו תדרוש רק 3 מבחנים. לכן עבור 6 חמישיות נצטרך להשקיע רק 18 מבחנים נוספים. ביחד אם 6 מבחני אתחול זה נותן רק 24 מבחנים, שזה מש"ל. נשאר להראות שיטה עבור חמישייה מאותחלת ב-3 מבחנים.
השיטה היא: במבחן אחד בודקים שאלות 1 ו-2, במבחן שני בודקים שאלות 1 ו-3, במבחן שלישי בודקים שאלות 1 ו-4.

אם תוצאות של שלושה מבחנים אלה זהים, אז נוכל לדעת שלשאלות 2, 3, 4 יש אותה תשובה. אם יש תשובות שונות לשאלות 2, 3, 4 אז נדע את התשובות: מבין 3 המבחנים האלה, במבחנים שבהם קיבלנו ציון יותר גבוהה ב-1 בדקנו שאלה שתשובה שלה היא "כן", במבחנים האחרים בדקנו שאלה שהתשובה שלה היא "לא".
אם התשובות של שאלות 2, 3, 4 זהות, גם לא קשה לגלות אותן לפי האתחול אם התשובה היא כן, אז האתחול נתן לפחות 3, אחרת האתחול נתן 2 לכל היותר.

כך, בכל מקרה, מגלים תשובות ל-2, 3, 4 ואז לפי המחן שבו בדקנו 1, 2 יודעים גם תשובה ל-1, ואחרי זה לפי האתחול יודעים גם תשובה ל-5. מש"ל.

הערה. השיטה שהראנו כרגע מתקבלת בצורה מאוד טבעית כאשר חושבים על מה השיטה עבור 29 לאור הדברים שנאמרו בהערה א'. את השיטה עבור 29 אפשר להפוך, בצורה כללית יותר, לשיטת פתרון עבור של בעיה עם 1N+ שאלות ו-N מבחנים. השיטה עובדת עבור N > 4. כמובן, את 30 שאלות אפשר לחלק לקבוצות ובכל קבוצה לפתור לפי שיטה ראשונה. כאן כדאי שהקבוצות יהיו קטנות כמה שאפשר, כי אז היחס בין כמות השאלות לכמות המבחנים גדול ביותר.
שיטה ראשונה עבור 23 (דמיטרי פייפמן)
מבחן ראשון הוא באתחול. 

אחרי זה נשתמש בשיטה שמאפשרת לגלות 4 שאלות ב-3 מבחנים בצורה הבאה:

במבחן הבא אחרי זה בודקים שאלות 1 ו-2. התוצאה עלולה להיות 0, 1, או 2 תשובות "כן". אם תוצאה היא 0 או 2, אז יודעים תשובות לשאלות 1, 2. במבחן הבא בודקים שאלה 3 ובמבחן שאחרי זה שאלה 4, וכך מגלים 4 שאלות תוך 3 מבחנים.
אם במבחן הראשון התוצאה היא 1, אז התשובות לשאלות 1, 2 הם "כן" ו"לא", אבל לא ברור באיזה סדר. אז במבחן הבא בודקים שאלות 2, 3.

אם התוצאה במבחן שני היא 0 או 2, אז יודעים תשובות לשאלות 2, 3, ומהמבחן הקודם יודעים שאלה 1, ובמבחן נוסף אפשר לגלות שאלה 4, וזה שוב 4 תשובות ב-3 מבחנים.

אם גם במבחן שבו בדקנו 1, 2 וגם במבחן שבו בדקנו 2, 3 מקבלים תשובה 1, אז התשובות של שאלות  1, 3 הפוכים לתשובה של שאלה 2, וזהים זה לזה. אז במבחן נוסף נשאל לגבי שאלות 1, 3, 4. שאלות 1, 3 יתרמו 0 או 2 תשובות נכונות, ושאלה 4 תורמת 0 או 1, אז לפי זוגיות נדע תשובה של 4, ונדע גם תשובות של 1, 3 ולכן נדע גם תשובה עבור שאלה 2. בכל מקרה, מגלים 4 תשובות ב-3 מבחנים.

לכן אם נשתמש בשיטה זו 7 פעמים, אז נגלה תשובות עבור 28 שאלות תוך 21 מבחנים, לא כולל את מבחן האתחול. יישארו עוד שני שאלות, שאחד מהם נגלה במבחן נוסף, ואת השנייה נדע לפי האתחול והתשובות האחרות.
שיטה שנייה עבור 23 
גם שיטה זו מסתמכת על שיטה לברר 4 תשובות תוך 3 מבחנים. 
גם בשיטה הזאת מתחילים במבחן אתחול. 

אחרי זה נעשה 3 מבחנים: במבחן אחד בודקים שאלות 1, 2, 4, במבחן שני בודקים  שאלות 1, 3, 4 ובמבחן שלישי שאלות 2, 3, 4. 
כאשר מחסירים את התוצאות של שתיים מתוך שלוש בדיקות אלה, מקבלים הפרשים בין תרומה של 2 מתוך שלוש שאלות: 1, 2, 3. אם התשובות לשאלות 1, 2, 3 לא כולם אותו דבר, אז נדע אותם מההפרשים האלה. אם התשובות לשאלות 1, 2, 3 כולם אותו דבר, אז עדיין נדע אותם, כי התשובה הזאת נותנת תרומה של 2 או 0 בכל אחד מבין שלוש המבחנים, ותשובה של שאלה 2 נותנת תרומה של 0 או 1 בלבד.

לכן בכל מקרה מקבלים תשובות של שאלות 1, 2, 3 ולכן אפשר גם להסיק תשובה ל-4.

שוב, אם נשתמש בשיטה זו 7 פעמים, אז נגלה תשובות עבור 28 שאלות תוך 21 מבחנים, לא כולל את מבחן האתחול. יישארו עוד שני שאלות, שאחד מהם נגלה במבחן נוסף, ואת השנייה נדע לפי האתחול והתשובות האחרות, סה"כ 23.

שיטה שלישית עבור 23 
נתחיל במבחן אתחול רגיל. אחר כך נבדוק שאלות מ-1 עד 15, במבחן שאחרי זה שאלות מ-2 עד 16, במבחן שאחרי זה שאלות מ-3 עד 17, וכך הלאה, עד המבחן ה-16 שבו נבדוק שאלות מ-15 עד 29. 

עד עכשיו בזבזנו 16 מבחנים. אין טעם לבדוק שאלות מ-16 עד 30, אפשר להסיק את התוצאה באמצעות הבדיקה של שאלות מ-1 עד 15 ומהתוצאה של האתחול.
נשווה בין שני מבחנים צמודים בסדרה כזאת. כל פעם אנחנו מורידים מהמבחן שאלה K ומוסיפים שאלה 15+K. אם זה משפר את התוצאה, אז הוספנו תשובה נכונה והורדנו תשובה לא נכונה, לכן גילינו תשובות נכונות לשאלות K , 15+K. גם אם הציון ירד, נדע שהורדנו תשובה נכונה והוספנו תשובה שגויה, לכן גם במקרה זה נגלה שני תשובות כאלה. אם התוצאה נשמרה ממבחן למבחן, אז גילינו שלשאלות K , 15+K יש אותה תשובה, אבל לא גילינו מהי התשובה. 
כך חילקנו את שלושים השאלות לזוגות, על כל זוג או יודעים את שני התשובות, או יודעים שהם זהות. מקסימום יש לנו 15 זוגות שעוד לא יודעים עד הסוף.
אם ניקח שני זוגות שעוד לא יודעים עד הסוף, ונבדוק במבחן נוסף את שני השאלות של הזוג הראשון ועוד שאלה אחת בזוג השני, אז נגלה את התשובות של שני הזוגות. 

 כך נוכל בכל מקרה ב-7 שאלות נוספות לגלות את תשובות של 14 זוגות, לכן נדע תשובות של כל השאלות מ-1 עד 14 ומ-6 עד 29. אבל אנחנו בדקנו במבחן השני שאלות מ-1 עד 15, לכן נדע גם תשובה לשאלה 15, ולכן נדע גם תשובה לשאלה 30.

שיטה עבור 22 (לאוניד מדניקוב)

אנחנו מציג שיטה לגלות 7 תשובות ב-5 מבחנים. בהתחלה עושים מבחן אתחול רגיל, אחרי זה משתמשים 4 פעמים ביכולת לגלות 7 תשובות ב-4 מבחנים, וזה נותן לנו 28 תשובות אחרי 20 מבחנים נוספים. אחרי זה אפשר לגלות תשובה שאלה 29 ממבחן נוסף, ואת תשובה לשאלה ה-30 אפשר להסיק מהתשובות האחרות והאתחול.

את הדרך לגלות 7 תשובות ב-5 מבחנים נוח לראות בטבלה:
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שורות מסמנות מבחנים, עמודות שאלות, בכל מבחן בודקים שאלות שסומנו ב-V בשורה שלו. 

בהתחלה נסתכל על זוגיות הסכום של כל הציונים. אם זה אי-זוגי, סימן שהתשובה לשאלה 7 חיובית. במקרה זה נחסיר 1 מהציון של מבחן 1, ונבדוק האם עדיין סכום של כל תוצאות המבחנים מתחלק ב-4. אם כן, אז תשובה לשאלה 6 היא "לא", אחרת "כן", ואז אפשר להחסיר 1 מהציונים של שני מבחנים ראשונים בטבלא. כך גילינו תשובות לשאלות 6, 7, ויש לנו 5 שאלות נוספות, ו-5 מבחנים שצריך לגלות, וזה בעצם שקול לשיטה הראשונה שתיארנו (עבור 29).
שיטה ראשונה עבור 21

שיטה זו דומה לשיטה שלישית עבור 23. נעשה בצד רשימה של שאלות בסדר מוזר:

30, 15, 29, 14, 28, 13, … .
האתחול מורכב משני מבחנים. במבחן הראשון נבדוק את כל 30 השאלות, ובמבחן השני נבדוק שאלות מ-1 עד 15. 

אחרי האתחול נבצע שני סוגים של שאלות. הסוג הראשון זה לבדוק 15 שאלות ברצף הראשון שעוד לא בדקנו. למשל בשאלה שלישית נבדוק שאלות מ-2 עד 16.

אם הציון שונה מהציון של הרצף הקודם שבדרנו, אז כמו שהוסבר בפתרון השלישי עבור 23, גילינו שני תשובות (בעלות של מבחן אחד!). במקרה כזה עושים עוד מבחן מהסוג הזה. 

אם הציון זהה לציון של הרצף הקודם של 15 שאלות, אז מסיקים שלשאלה K ושאלה 15+K יש אותה תשובה. אז עושים מבחן נוסף, שבו בודקים שאלות K, 15+K ושאלה נוספת, שהיא השאלה הראשונה ברשימה שרשמנו בהתחלה, שאת התשובה אליה עוד לא גילינו. לפי הזוגיות של התשובה נדע את התשובה לשאלה השלישית הזאת, ונדע גם את התשובה המשותפת לשאלות K, 15+K. כלומר מגלים 3 תשובות במחיר של שני מבחנים.
אחרי מבחן מסוג שני שוב עושים מבחן מסוג ראשון.

היות שכבר באתחול אנו מגלים את הכמות של תשובות חיוביות גם מ-1 עד 15 וגם מ-16 עד 30, מספיק לנו לגלות 14 תשובות בחצי הראשון של התופס ו-14 תשובות בחצי השני. אנחנו מגלים שתי תשובות במבחן אחד או שלוש תשובות בשני במבחנים. לכן גם במקרה הגרוע נגלה 27 תשובות ב-18 מבחנים כלומר את 28 ב-19 מבחנים ואת 2 שאלות האחרונות נוכל להסיק כמו שהסברנו. אם נוסיף את שתי שאלות האתחול, נקבל 21 מבחנים.

שיטה שנייה עבור 21 (אלכסיי גלדקיך)
נתחיל במבחן אתחול רגיל.
אחרי זה נבדוק שאלות 1, 2, 3, במבחן שאחרי זה 4, 5, 6, במבחן שאחרי זה 7, 8, 9, וכך הלאה, במבחן העשירי 25, 26, 27. בצורה כזאת נדע כמות של תשובות חיוביות בכל שלושה כזאת (וגם בשלושה 28, 29, 30 בגלל האתחול). עד עכשיו השקענו 10 מבחנים.

כעת נשאל עוד 11 שאלות נוספות:

(שורות מסמנות מבחנים, עמודות מסמנות שאלות, V מסומן במשבצות של שאלות שבודקים אותן במבחן של השורה הנתונה):12
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בסדרה זאת מבחן מספר K שונה ממבחן מספר 0 רק בשני שאלות של שלושה K.  

לכן ההפרש בין הציונים הוא 2, 0 או 2-. 

אם זה 2 אנחנו יודעים שתיקנו 2 תשובות לשני תשובות נכונות, לכן יודעים שני תשובות בשלושה מסוימת, אבל גם יודעים מקודם את כמות התשובות החיוביות בשלושה, לכן יודעים גם תשובה שלישית.

דבר דומה קורה אם ההפרש הוא 2-, כאן יודעים תשובות לשני שאלות כי הרסנו אותם, לכן יכולים להסיק את התשובה השלישית. 

אם ההפרש בין תוצאות מבחן K ומבחן 0 בסדרה זו שווה 0, זאת אומרת שתיקנו תשובה אחת והרסנו תשובה אחרת. כלומר שני התשובות חיוביות או שני התשובות שליליות. אפשר להסתכל על כמות התשובות החיוביות בשלושה זו. אם הכמות קטנה מ-2, אז שני התשובות שליליות, אחרת שתיהן שליליות. לפי הזוגיות יודעים את התשובה לשאלה שלישית של השלושה.
שיטה שלישית עבור 21 (יובל למברג).

מתחילים בשאלת אתחול רגילה (כן על כל השאלות).

אחר כך בודקים זוג שאלות: 1, 2. אם יוצא שיש 0 או 2 תשובות חיוביות, אז מגלים שני תשובות במחיר של מבחן אחד. במקרה כזה עוברים לבדוק את שני שאלות הבאות.
אם יוצא שבזוג הזה יש תשובה אחת של "כן", אז שואלים על שאלות 1, 3.

אם יוצא 2 או 0 אז יודעים תשובות של 1, 3 ומסיקים תשובה של 2, כך מגלים 3 שאלות תוך 2 מבחנים.

אם יוצא שגם בזוג 1, 2 וגם בזוג 1, 3 יש תשובה חיובית אחת, אז יודעים שתשובות של 3, 2 זהות ותשובה של 1 שונה. אז במבחן הבא בודקים שאלות 2, 3, 4, 5. 

אם יוצא 1 או 3 אז מגלים שאלות 2, 3 וגם בדקנו זוג 4, 5. המצב מזכיר את המצב אחרי המבחן הראשון, רק אם שאלות 4, 5 במקום 1, 2, ובנוסף גילינו שאלות 1, 2, 3 בתוך שני מבחנים.

אם יוצא 0 או 4 אז עוד יותר טוב: גילינו 5 שאלות תוך 3 מבחנים. 

אם יוצא 2 אז לשאלות 4, 5 יש אותה תשובה זהה, אבל שונה מהשאלות 2, 3. במקרה כזה בודקים שאלות 4, 5, 6, 7. כך אפשר להתקדם בזוגות של שאלות ולגלות כל פעם ששתי שאלות האחרונות שונות משתי שאלות שלפניהם, עד שבשלב מסוים מגלים את שני השאלות, ואז מסיקים את כל השרשרת אחורה. במקרה כזה מתקדמים במהירות של שני תשובות למבחן. 
המהירות הכי נמוכה של קבלת מידע בשיטה זו היא 3/2, וכאשר מחשבים את כמות המהלכים המקסימלי בשיטה זו יוצא 21 כולל אתחול.
שיטה עבור 20 (אלכסיי גלדקיך)
השיטה לשיטה שנייה עבור 21 רק שאפשר לקצר את השלב הראשון, שבו מחשבים כמות התשובות החיוביות בכל שלושה. לשם כך מספיק פשוט לוותר על מבחן האתחול.
כלומר במבחן K מבין 9 שאלות ראשונות עונים "לא" על שאלות 2-K3, 1-K3, K3, ועונים "כן" על כל השאלות האחרות. נוכיח שמזה אפשר להסיק את כמות השאלות החיוביות בכל שלושה, ובזה נקבל שיטה עבור 20. 
נסמן כמויות של תשובות חיוביות בשלשות x1, x2, …, x10. אלה מספרים בין 0 ל-3. מטרתנו בשלב זה למצוא את המספרים האלה. בשאלה K אנחנו מקבלים ציון שהוא:
x1 + x2 + … + (3 – xk) + ... + x10 
הסכום של כל 9 ציונים שיתקבלו הוא

27 + 7x1 + 7x2 + … + 7x9 + 9x10 = 27 + 7S + 2x10 
כאשר S זו כמות כוללת של תשובות "כן" במבחן, כלומר הציון שהיינו מקבלים לו היינו עושים את מבחן האתחול. נחסיר 27 מסכום הציונים, והשארית בחלוקה ל-7 של המספר שיתקבל יהיה 2x10 שזה 0, 2, 4 או 6. מחצית מהשארית הזו נותנת את x10.

אז נוריד גם את השארית מהמספר הזה ונחלק אותו ב-7, וכך נסיק את הציון של מבחן האתחול למרות שלא עשינו אותו, ומכאן נמשיך כמו בשיטה השנייה עבור 21.

שיטה עבור 19 (אלכסיי גלדקיך)

הגדרה. אנחנו נגיד שיש מצב של חלוקה של לתתי-קבוצות, אם כל השאלות שרוצים לגלות את התשובה שלהם מתחלקות לתתי-קבוצות, ובכל תת-קבוצה אנחנו יודעים את הכמות של תשובות "כן".

למשל, בשני פתרונות הקודמים היה לנו באמצע מצב של חלוקה ל-10 תתי-קבוצות בגודל 3, ומזה הצלחנו לגלות את כל התשובות.
טענה. אפשר ממצב של  חלוקה ל-N קבוצות תוך 1+N מבחנים לעשות את הדבר הבא:

1. לגלות תשובה לשאלה אחת מכל קבוצה של חלוקה
2. ובמקביל לחלק כל קבוצה לשני תתי-קבוצות בגודל שנבחר.
בצורה כזאת, נגלה N תשובות, ואת שארית השאלות נחלק ל-N2 תתי-קבוצות.

קודם נראה כיצד מהטענה מתקבלת שיטה עבור 20.

נתחיל במבחן אתחול: נענה "כן" על כל השאלות.

במבחן הבא נענה "כן" רק על 15 שאלות ראשונות.

כך, אחרי 2 מבחנים, נקבל מצב של חלוקה לשני קבוצות של 15.

לפי הטענה, אחרי 3 מבחנים נוספים, נגלה 2 תשובות נוספות ומצב של חלוקת כל השאלות האחרות ל-4 קבוצות של 7.

שוב, לפי הטענה, אחרי 5 מבחנים נוספים, נגלה 4 תשובות נוספות ומצב של חלוקת כל השאלות האחרות ל-8 קבוצות של 3.

שימוש נוסף בטענה, נותן אחרי 9 מבחנים נוספים, נגלה 8 תשובות נוספות ומצב של חלוקת כל השאלות האחרות ל-16 קבוצות של 1, שזה בעצם נותן תשובות גם ל-16 שאלות הללו.

כמות כוללת של שאלות: 2 + 3 + 5 + 9 = 19.

(כאן קיימת הנחה סמויה שכאשר כבר גילינו תשובה נכונה שאלה כלשהי, אז מהבחינה של בניית אסטרטגיה אפשר להניח שהשאלה הזאת לא קיימת יותר. ההנחה הסמויה הזאת מוצדקת, כי לא משנה מה נענה בשאלה הזאת במבחנים הבאים, אנחנו יודעים את התרומה של התשובה הזאת לציון ויכולים להתעלם מהתרומה הזאת.)

נשאר להוכיח את הטענה.

הוכחת הטענה. בכל אחת מ-N תת-קבוצות נפריד תת-קבוצה א', תת-קבוצה ב' ושאלה נוספת, שביחד נותנות את התת-קבוצה הזו. כעת נבצע 1+N מבחנים בשיטה הבאה, (המבחנים ממוספרים מ-0 עד N):
מבחן 0: נענה כן על כל שאלות של קבוצה א' בכל תת-קבוצה "כן", ועל כל השאלות האחרות "לא".

מבחן K עבור K>0: בכל תת-קבוצות חוץ מתת-קבוצה K של החלוקה נענה כמו במבחן 0. בתת-קבוצה K של החלוקה נענה "כן" על כל השאלות של קבוצה ב' ונענה "לא" על כל השאלות האחרות.

נניח שבתת-קבוצה K יש X תשובות חיוביות בקבוצה א', Y תשובות חיוביות בקבוצה ב'. תהי Q השאלה הנוספת של תת-קבוצה K, שלא שייכת לקבוצו א', ב', שלו נסמן ב-Z מספר ששווה ל-0 אם תשובה ל-Q שלילית ושווה 1 אם התשובה ל-Q חיובית.
כמובן, ש-X, Y, Z לא ידועים מראש וצריך להסיק אותם מ-1+N מבחנים שנערכו.

כמו כן, נסמן ב-A כמות הכוללת של שאלות בקבוצה א' של תת-קבוצה K, וב-B את כמות הכוללת של שאלות בקבוצה ב'.ההפרש בין תוצאות של מבחן K ומבחן 0 שווה

(X + (B – Y)) – ((A – X) + Y) = 2X – 2Y + B – A
מכאן כל להסיק את  X – Y הרי A, B  נתונים.
מצד שני אנו יודעים כמות כוללת של תשובות חיוביות בתת-קבוצה K, שזה X+Y+Z.

אם Z = 0, אז למספרים X – Y , X + Y + Z יש אותה זוגיות, ואם Z = 1 אז הזוגיות שונה, לכן אנחנו נוכל להסיק את Z. כלומר אנחנו נדע X – Y , X + Y ומכאן נוכל לחשב את X , Y (בתור מחצית הסכום ומחצית ההפרש). מש"ל.

שיטה עבור 18 (אלכסיי גלדקיך)

טענה 2. אפשר ממצב של  חלוקה ל-N קבוצות תוך N מבחנים לעשות את הדבר הבא:

1. לגלות תשובה לשאלה אחת מכל קבוצה של חלוקה, חוץ מקבוצה אחרונה
2. ובמקביל לחלק כל קבוצה לשני תתי-קבוצות בגודל שנבחר.
בצורה כזאת, נגלה 1-N תשובות, ואת שארית השאלות נחלק ל-N2 תתי-קבוצות.

הוכחת טענה 2. השיטה היא כמו השיטה שתיארנו בהוכחה של טענה קודמת, אבל מוותרים על המבחן האחרון (וכאשר מתכננים את החלוקה, בתת-קבוצה N יש רק קבוצות א', ב' ואין שאלה נוספת). 

כמו שראינו בהוכחה של טענה קודמת משאלה מספר K כאשר K מ-1 דד 1-N נוכל להסיק סכום בשני תתי-קבוצות ושאלה נוספת, כאשר מסתכלים בתוצאות של מבחן K, מבחן 0, ועל כמות התשובות "כן" לשאלות של מבחן K. 
לכן נוכל לדעת לגבי מבחן 0 מהי תרומה של כל התשובות חוץ מתת-קבוצה N. לכן בעצם בדקנו במבחן 0 את קבוצה א' של תת-קבוצה N. כך נדע את כמות של תשובות "כן" בקבוצה א' של תת-קבוצה N ומכך נקבל כמות של תשובות "כן" בתת-קבוצה N.
כרגע, כאשר הוכחנו טענה 2, נראה מה זה נותן לנו.

במבחן ראשון הוא אתחול: נענה "כן" על כל השאלות. במבחן שני "כן" רק על 15 שאלות ראשונות. כך, אחרי 2 מבחנים, נקבל מצב של חלוקה לשני קבוצות של 15.

לפי הטענה 2, אחרי 2 מבחנים נוספים, נגלה תשובה אחת נוספות ומצב של חלוקת כל השאלות האחרות לקבוצות של 7, 7 ,7, 8.

שוב, לפי הטענה 2, אחרי 4 מבחנים נוספים, נגלה 3 תשובות נוספות ומצב של חלוקת כל השאלות האחרות לקבוצות של 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4.

שימוש נוסף בטענה 2, נותן אחרי 8 מבחנים נוספים, נגלה 7 תשובות נוספות ומצב של חלוקת כל השאלות האחרות ל-16 קבוצות מתוכם יש 3 קבוצות של 2 והיתר של 1, כלומר שאלות שתשובותיהן ידועות.

עד עכשיו בזבזנו 2+2+4+8 = 16 מהלכים, ונשארו לנו 3 זוגות של שאלות, בכל זוג יודעים כמות של תשובות "כן". אם כמות תשובות בזוג מסוים שווה 0 או 2 אז יודעים את התשובות בזוג הזה, ואם 1 אז יודעים רק שהתשובות בזוג הזה שונות.
בכל מקרה אפשר לסיים את זה בשני מבחנים נוספים. 

אכן, אם יש זוג אחד שהוא ידוע, אז מספיק לבדוק שאלה אחת מכל זוג אחר במבחנים נפרדים, ואז נדע גם שאלה שנייה מהזוג הזה.

אם סכום בכל 3 זוגות יוצא 1, אז נעשה את הדבר הבא.

במבחן אחד נבדוק שני שאלות זוגות שונים. אם נקבל 0 או 2, אז נוכל להסיק את שני שאלות נוספות באותם זוגות, ובמבחן נוסף נבדוק את אחת השאלות בזוג השלישי, ומזה נסיק גם את שאלה אחרונה.
אם נקבל 1, אז נדע שלשאלות שבדקנו התשובות שונות.

נסמן שאלות של הזוג הראשון A, B של השני C, D ושל השלישי E, F ונגיד שבדקנו זוג של שאלות B, C. אז התשובה של A שונה מהתשובה של B  והיא שונה מהתשובה של C, לכן תשובות של A, C זהות. 
אז במבחן האחרון נבדוק שאלות A, C, E. אם התוצאה תהיה קטנה מ-2, אז התשובה ל-A, C חיובית ול-B, D שלילית, אחרת זה הפוך. כמובן, לפי הזוגיות נדע את E, ומזה נדע גם את F.

הערכות מהצד השני. כמובן, הפתרונות האחרונים הם מעל ומעבר ממה שציפינו לקבל בתחרות. מצד שני, אחרי התחרות אפשר לחשוב על הגרסה הקשה יותר של השאלה:

מהי כמות המבחנים הקטנה ביותר שאבישי באמת צריך כדי לגלות את הכל?

צוות מארגני תחרות הערים הישראלי לא פתר את השאלה הזאת, כי היא קשה מדי. כדי לפתור שאלה כזו, צריך להוכיח שני דברים: 
1. למצוא שיטה עבור אבישי ב-N מבחנים, כאשר N זו התשובה לשאלה.
2. להוכיח שאפשר להסתדר בפחות מ-N שאלות. 
בכל השיטות שהסברנו עד עכשיו מנסים לעשות את א' (למרות שכנראה לא הצלחנו, אבל ניסינו להתקרב).

אבל יש טעם לנסות להתקדם גם בכיוון השני, כלומר להשתדל להוכיח עבור M גדול ככל האפשר שאי-אפשר (יותר נכון, לא תמיד אפשר) לגלות את כל התשובות ב-M מבחנים. הערכות יכולות להסתמך על המוסג של מידע.

הערכה נאיבית ביותר: 6 מבחנים לא מספיק.

סה"כ יש לנו 30 ביטים של מידע שצריך לקבל (כלומר, יש 230 אפשרויות שצריך להבדיל). כל ציון נותן לנו מספר מ-0 עד 30, שזה קצת פחות מ-5 ביטים של מידע (כלומר, יש קצת פחות מ-25 אפשרויות שונות). לכן 6 מבחנים נותנים פחות מ-30 ביטים של מידע, ולכן זה לא מספיק.

7 מבחנים לא מספיק.

כמו שהסברנו בהערות בהתחלה, אפשר להניח כי במבחן הראשון אבישי עונה כן על כל השאלות. אז הוא מגלה כמה תשובות חיוביות יש במבחן, ונניח שזה 15. 
בכל המבחנים האחרים, אבישי בעצם בודק כמה תשובות חיוביות יש בתת-קבוצה כלשהי. אפשר להניח שבקבוצה יש לא יותר מאשר 15 שאלות, אחרת אפשר באופן שקול לבדוק קבוצה משלימה. לכן את התשובה שהוא מקבל בכול מבחן נוסף אפשר לראות בתור מספר מ-0 עד 15, שזה בדיוק 4 ביטים (16 אפשרויות). אחרי השאלה הראשונה יש לו 
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 אפשרויות, במקרה הגרועה זה 
[image: image2.wmf]30

155117520

15

æö

=

ç÷

èø

, שזה שווה 27.209 ~ log2(155117520) ביטים. כמובן, 24 מבחנים נוספים (אחרי האתחול) עלולים לתת רק 24 ביטים, וזה לא מספיק.
הערות נוספות. 

כנראה, גם 7 מבחנים זו הערכה נאיבית, כי קשה לחשוב על כמות גדולה של שאלות שלא תלויות אחת בשנייה. אנחנו נסמך לשמוע על כל שיפור בשני הכיוונים.

כמובן, כאשר חושבים על כיוון אחד זה נותן הבנה שעוזרת לכיוון השני. למשל, כאשר בונים שיטה יעילה עבור אבישי, מומלץ לעשות מבחנים שלא מאוד תלויים זה בזה.
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