5. בסדרה אינסופית a1, a2, a3, …  המספר הראשון a1 = 1 , ואחרי זה כל מספר an מתקבל מהמספר an-1 לפי הכלל הבא: אם למספר n המחלק האי-זוגי הגדול ביותר נותן שארית 1 בחלוקה ל-4 אז an = an-1 + 1, ואם שארית 3 אז an = an-1 – 1. הוכח שבסדרה זאת כל מספר טבעי מופיע אינסוף פעמים.
(האיברים הראשונים של סדרה: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3, … )
פתרון ראשון. נקרא למספרים שהמחלק האי-זוגי הגדול ביותר נותן שארית 1 בחלוקה ל-4  מספרים מהסוג הראשון, ולמספרים האחרים מספרים מהסוג השני.

פתרון ראשון. מספיק להוכיח שתי טענות:

טענה א. 1 מופיע בסדרה אינסוף פעמים.

טענה ב.  בסדרה מספרים גדולים כרצוננו. 


כי אז עבור כל מספר N אפשר להגיד שמופיע מספר יותר גדול מ-N, אחריו כעבור זמן מה יופיע 1, אחריו כעבור זמן מה יופיע מספר עוד יותר גדול, אחריו כעבור זמן מה שוב יופיע 1, וכך הלאה אינסוף פעמים. מכיוון שהסדרה  מתקדמת בצעדים של אחד, כל פעם שעוברים ממספר שקטן מ-N למספר שגדול מ-N או להפך פוגשים את N בדרך.

הוכחת טענה א. נוכיח  כי עבור n > 0,  
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כאשר מסתכלים במספרים אי-זוגיים שבאים לפני 
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, רואים כי יש אותה כמות של מספרים מהסוג הראשון והשני, לכן העליות והירידות במספרים האי-זוגיים מתבטלים. כאשר מסתכלים במספרים הזוגיים שבאים לפני 
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, רואים שסוגיהם זהים לסוגי החצאים שלהם. 

לכן הפרש בין כמות המספרים מסוג ראשון ומסוג שני שבאים לפני 
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 זהה לאותו הפרש עבור 
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מספר 
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 הוא בעצמו מהסוג הראשון, לכן 
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כלומר 
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, ויש אינסוף מספרים כאלה.

הוכחת טענה ב. צריך להוכיח שלכל M נמצא איבר בסדרה כזה שעבורו an > M.

את זה נוכיח באינדוקציה על M. הבסיס ברור, נשאר לבדוק שאם יש ar = M אז יש גם איבר יותר גדול. האיבר הזה הוא למשל a4r+1.
אכן, המספרים מסוג הראשון והשני שמתחלקים ב-4 ולא עולים על 4r+1, שקולים למספרים מאותם סוגים שקטנים מהם פי 4.

כאשר מסתכלים במספרים מהסוג הראשון והשני שלא עולים על 4r+1, שבם מהצורה 4x+2 או 2x+1, אז מקבלים שיש יותר מספרים מהסוג הראשון בין המספרים 2x+1 ולפחות אותה כמות מספרים בין המספרים 4x+2.

לכן בסה"כ הפרש בין כמות המספרים מהסוג הראשון ומהסוג השני עד 4r+1 גדול מ-M, מש"ל.

פתרון שני. אפשר להוכיח טענות א', ב' באמצעות רישום בינארי, וכמו שהסברנו בתחילת הפתרון הראשון, זה מספיק.

נרשום את כל המספרים ברישום בינארי. אז כאשר מדובר במחלק אי-זוגי הכי גדול, צריך פשוט למחוק את כל האפסים בסוף. שנותן שארית 1 בחלוקה ל-4 זה מספר שמסתיים ב-01, ומספר שנותן שארית 3 בחלוקה ל-4 זה מספר שמסתיים ב-11.

לכן מספר מהסוג הראשון זה מספר שלפני ה-1 האחרון ברישום שלו יש 0.

נחלק את כל המספרים הטבעיים בזוגות לפי שיטה הבאה. עבור כל מספר ניקח מספר שמתקבל כאשר הופכים את הספרה הבינארית שלו שנמצאת לפני ה-1 האחרון שלו, וזה יהיה הבן-זוג שלו.

ברור, שבכל זוג יש מספר מהסוג הראשון ומספר מהסוג השני, והמספר מהסוג הראשון יותר קטן. 

הוכחת טענה א. בן זוג של כל מספר הוא באותו אורך, אלה אם כן המספר הוא חזקה של 2 (כלומר   000...10000 ברישום בינארי, אז הבן זוג שלו יותר ארוך). לכן עבור כל מספר מהצורה 111...11111 ברישום בינארי (כלומר חזקה של 2 פחות 1) בין המספרים שקטנים או שווים לו כמות המספרים מהסוג הראשון גדול ב-1 בדיוק מכמות המספרים מהסוג השני. זה נותן לנו אינסוף איברים בסדרה ששווים 1.

הוכחת טענה ב. נניח שברישום בינארי של מספר N מסוים יש תת-רצף של 01, כלומר רישום בינארי שלו הוא B01A , כאשר A, B הם רצפים של ספרות בינאריות. יהי C זה רצף של אפסים באורך של B. אז המספרים שרישומיהם הבינארי C01A , C11A הם בני זוג, כאשר אחד מהם קטן מ-N והשני גדול ממנו. לכן עבור המספרים שלא גדולים מ-N הפרש בין כמות המספרים מהסוג הראשון לבין כמות המספרים מהסוג השני הוא 1 לפחות. 

מאותה סיבה, אם במספר N יש M פעמים רצף של 01 (כולל 1 בהתחלה שאפשר להוסיף לפניו 0), אז יש לפחות M זוגות של מספרים מהצורה שהגדרנו שאחד קטן מ-N, והשני גדול ממנו, ואז aN הוא לפחות M. לכן בסדרה יש מספרים גדולים כרצוננו. 

הערות. בעצם, גם עבור כל תת-רצף 10 אפשר למצוא זוג מספרים שמגדיל את הערך של איבר הסדרה ב-1. אין זוגות נוספים חוץ מאלה שבאים מתת-רצפים 10 או 01, ולכן את הפונקציה שמגדירה הסדרה הזאת אפשר לתאר במילים פשוטות כך:

ניקח רישום בינארי של מספר שמתחיל ב-0 (אם הוא לא מתחיל ב-0, נוסיף 0 בהתחלה. אז aN זה מספר הפעמים של החלפת סוג הספרות ברישום הבינארי.

תיאור אחר של אותה הפונקציה זה כמות האחדים ברישום של Gray code.

http://en.wikipedia.org/wiki/Gray_code 
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