4. משה ויוסי ציירו מרובע כל אחד, כך שבאף מרובע אין צלעות מקבילות. כל אחד העביר אלכסון במרובע שלו וחישב את הזוויות בין האלכסון לבין כל הצלעות. המספרים שיצאו למשה הם (, (, (, (  (בסדר מסוים). יוסי קיבל את אותם המספרים (אולי בסדר אחר). הוכח/י כי הזוויות בין האלכסונים במרובע של משה שוות לזווית בין האלכסונים במרובע של יוסי.
פתרון ראשון. שוויון של שני זוויות מתאימות גורמות למשולשים להיות דומים, לכן אם זוויות המתאימות בון האלכסון לצלעות שוות אצל משה ויוסי, אז המרובעים פשוט דומים. לכן המקרה היחיד שכדאי להתבונן בו זה כאשר סדר הזוויות שונה מהותית. הזוויות ( לא יכולות להיות מתחלפות במרובע, כי אז יהיו גם צלעות מקבילות. לכן יש רק שני מצבים – כאשר זוויות ( נמצאות באותו קודקוד, וכאשר זווית ( נמצאות באותו צד של אלכסון. אפשר להניח שהמצב הראשון נוצר אצל יוסי, והשני אצל משה, כלומר יוסי צייר מרובע A1B1C1D1 ומשה צייר מרובע A2B2C2D2 כך ש: (, (, (, (
B1A1C1 = ( = C1A1D1 ,  A1C1B1 = ( , A1C1D1 = (
B2A2C2 = ( = B2C2A2 ,  D2A2C2 = ( , A2C2D2 = (
יהיה 1X נקודת חיתוך האלכסונים של יוסי, 2X נקודת חיתוך האלכסונים של משה.
נבנה משולש XAB, שהוא דומה (בהתאמה) למשולש X1B1A1.

נצמיד אליו משולש XBC שהוא דומה (בהתאמה) למשולש X1C1B1.

נצמיד אליו משולש XCD שהוא דומה (בהתאמה) למשולש X1D1C1.

נצמיד אליו משולש XDE שהוא דומה (בהתאמה) למשולש X1A1D1.

נשים לב, שכל שני זוויות ברצף בנקודה X1 מסתכמות ל-°180, לכן כל שני זוויות ברצף בנקודה X מסתכמות ל-°180, וארבעתם מסתכמות ל-°360. הקרניים XA, XE מתלכדות.

[image: image1.wmf]11111111

11111111

XBXCXDXAXAXBXCXDXA

1

XAXBXCXDXBXCXDXEXE

=×××=×××=


לכן XA = XE. לכן A = E. הזווית בין האלכסונים של ABCD היא שווה לזווית בין האלכסונים של A1B1C1D1 לפי בנייה. אבל: 
BAC = ( = BCA ,  DAC = ( , ACD = (
לכן מרובע ABCD דומה למרובע A2B2C2D2.
פתרון שני. נשתמש בסימונים והנחות שעשינו בהתחלה של הפתרון הראשון. אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות כי A1C1 = A2C2, אחרת אפשר להגדיל את אחד המרובעים (הומוטטיה) כך שכל הזוויות ישמרו. אז אפשר לדאוג באמצעות סיבוב והזזה לכך, ש- A1, C1 יתלכדו עם A2, C2 בהתאמה, ואז אפשר לכתוב A במקום A1 או A2 ולכתוב C במקום C1 או C2 ולא לחשוש להתבלבל. בנוסף אפשר להניח (ואם לא, לדאוג לכך באמצעות שיקוף), שישרים B1A, B2A מתלכדים, הרי B1AC = B2AC. אז גם הישרים C1D, C2D מתלכדים.
אם הישרים A1B2B, C1D2D מקבילים אז 1CD1AB, 2CD2AB מקביליות, ולכן 
B1B2 = |AB1 – AB2| = |CD1 – CD2| = D1D2
לכן B1B2D2D1 מקבילית, לכן B2D2 מקביל ל- B1D1 ולכן הוא יוצר אותה זווית אם AC.
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אם הישרים A1B2B, C1D2D מקבילים אז המשכיהם נפגשים בנקודה V. אז משולשים 1VAD, C2VB דומים (הרי 1AD, C2B מקבילים) לכן 
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כמוכן, משולשים 2VAD, C1VB דומים לכן 
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כלומר B2D2 מקביל ל- B1D1 ולכן הוא יוצר אותה זווית אם AC.
הערה. הוכחנו שבמצב כזה B2D2 מקביל ל-B1D1. בעצם, זה מקרה פרטי של משפט פפוס (Pappus) כאשר אחד הישירים הוא הישר האינסופי.
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פתרון שלישי (אולג מילשטיין). נניח כי במרובע ABCD קוטנגנסי הזוויות שאלכסון AC יוצר:,u = ctg(BAC), v =ctg(CAD) .w = ctg(ACD) , t = ctg(ACB)

האנכים מ-B ומ-D על AC הם BS, DT, אורכיהם c ,b בהתאמה. 

אז а = bt +bu , a = cw +cv 

לכן 
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ST = |vc – ub|  נציב ונקבל 
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יהיה DTSE מלבן. תהיה x הזווית בין האלכסונים. אז זה גם זווית חדה במשולש ישר זווית BED, לכן הקוטנגנס שלה מתקבל בקלות:
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נסתכל בשני מקרים שדיברנו עליהם בתחילת פתרון ראשון. במקרה הראשון:

(  ctg= u = v , (  t = ctg, w = ctg (
במקרה השני         (  ctg= u = t , (  v = ctg, w = ctg (
קל לראות שכאשר מציבים את שני המקרים בנוסחא שפיתחנו מקבלים אותו דבר.
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