7. מול עודד נמצאות 100 קופסאות סגורות שבכל אחת מהן יש קובייה אדומה או כחולה. בחשבון של עודד יש שקל אחד. הוא ניגש לקופסה סגורה כלשהי, מנחש את צבע הקובייה שיש בפנים ומהמר על סכום כלשהו (מותר גם להמר על מספר לא שלם של אגורות, אבל לא יותר מהסכום שיש לעודד ברגע זה בחשבון). כאשר הקופסה נפתחת, סכום הכסף שהוא הימר עליו מתוסף לחשבונו או יורד מחשבונו, תלוי אם הוא ניחש נכון או לא.

המשחק ממשיך עד שפותחים את כל הקופסאות. איזה סכום מרבי יכול עודד להבטיח לעצמו אם ידוע לו כי 

1. (3 נקודות) יש בדיוק קובייה כחולה אחת.

2. (5 נקודות) יש בדיוק N קוביות כחולות.
(עודד יכול להמר גם על 0 אגורות, כלומר לפתוח קופסה כלשהי בחינם).
פתרון. נגדיר פונקציה  P(x , y) כמות הכסף שעודד יכול להבטיח לעצמו כאשר יש בקופסאות x קוביות אדומות ו- y רוביות כחולות, בהינתן שבהתחלה יש לו שקל.
כמובן אם הוא יתחיל מסכום כסף של K שקלים, הוא יוכל להטיח לעצמו P(x , y).K (פשוט צריך לקחת את האסטרטגית הימורים המוצלחת ביותר ולהכפיל כל הימור ב-K).

יהיה H(x , y) כמות הכסף שהוא זקוק לו בהתחלה כדי שהוא יוכל להבטיח לעצמו שקל אחד בסוף, אז נקבל P(x , y).H(x , y) = 1. 

לכן מספיק למצוא פונקציה H כדי לקבל את פונקציה P.
קודם כל ברור כי H(n , 0) = H(0 , n) = 2-n לכל n טבעי, הרי במקרה שעודד יודע את הכל הוא יכול להגדיל את הכסף שלו כל פעם פי 2.

נניח שכבר חישבנו את H(x , y-1) ואת H(x-1 , y), וננסה לחשב את H(x , y). נניח שעודד נמצא במצב של x קוביות אדומות ו-y קוביות כחולות, יש לו סכום s. נניח שהוא מהמר על סכום d על אדום (כאשר d מספר חיובי) או על סכום  d -   על כחול (כאשר d מספר שלילי). 

אז במקרה שהוא נופל על אדום יצא לו סכום s + d ואם הוא נופל על כחול יצא לו s – d .
אם בסוף חייבים לקבל לפחות שקל אז במקרה שיוצא אדום חייבים לקבל לפחות H(x-1 , y) ובמקרה שיוצא כחול חייבים לקבל לפחות H(x , y-1). ובכן, הדרישות הן:

H(x-1 , y) ≤ s + d

H(x , y-1) ≤ s – d
נסכם את שני האי-שוויונים ונחלק ב-2: 
(H(x-1 , y) + H(x , y-1))/2 ≤ s 
כמובן, אם ניקח s שהופך אי-שוויון האחרון לשוויון ונבחר d שהופך את אי-שוויון שלפניו לשוויון, אז גם אי-שוויון שלפני יהיה שוויון והכל יעבוד. מקבלים 

H(x , y) = (H(x-1 , y) + H(x , y-1))/2
אם נסמן C(x , y) = 2x+y .H(x , y) נקבל תנאי יותר פשוט:  C(n , 0) = C(0 , n) = 1

C(x , y) = C(x-1 , y) + C(x , y-1)
וזה בדיוק משולש פסקל! לכן 
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וכך מקבלים תשובה כללית: 
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לכן התשובות הן
א. 
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פתרון שני. נשנה את כללי המשחק – נניח שאחרי כל הימור אנשי מס הכנסה לוקחים מעודד חצי מהכסף שיש לו. כלומר אם מקודם אחרי מצב שבו היה לו S כסף הוא עובר למצב של S+D או D–S כסף (תלוי אם הוא ניחש, עכשיו הוא יקבל /2((S+D או /2(D–(S כלומר סכום של כמות הכסף שנשאר לו בשני המקרים שווה לכמות הכסף שהיה לו לפני ההימור.

במילים אחרות, עודד מחלק את כספו לשני חלקים: חלק אחד הוא יקבל אם הקוביה שהוא יפתח אדומה, וחלק אחר אם הקוביה כחולה. אחרי המהלך הראשון הוא שוב מחלק את הכסף שלו בין המקרים, ושוב, ושוב, ובסופו של דבר הוא מחלק את הכסף שיש לו (1 ₪) בין כל 2100 מקרים של קוביות אדומות או כחולות בקופסאות. אבל בעצם עלולים להיות רק 
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 מקרים אם הוא יחלק את הכסף שלו באופן שווה בין כל המקרים שעלולים להיות, בסוף הוא יכול להבטיח לעצמו 
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 ₪.
אם הוא לא יחלק את הכסף שלו באופן שווה בין המקרים, או יבזבז חלק מכספו על מקרים שלא עלולים להיות, אז באחד המקרים שעלולים להיות הוא יקבל פחות כסף, לכן מה שחישבנו זה המקסימום.

נחזור לבעיה מקורית: מה אם אין מס הכנסה? אז הוא היה מקבל בסוף פי 2100 יותר.

הערה. פתרון שני פותר בעיה כללית יותר. נניח כי לעודד נתון מראש ש-K מצבים מסוימים עלולים להיות ושהמצבים האחרים לא עלולים להיות, אז סכום הכסף שהוא יכול להבטיח לעצמו הוא 2100/K  ₪. 

למשל , אם נתון לו שמספר הקוביות זוגי, אז הוא יכול בוודאות להרוויח 2 ₪.
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