6. במישור נמצאים שני מצולעים קמורים P ו-Q. ניקח צלע כלשהי של P, ונסמן את האורך שלה ב-l. כעת נעביר שני ישרים שונים שמקבילים לצלע זו, ונוגעים במצולע Q (אבל לא חותכים אותו). נסמן ב-h את המרחק בין שני הישרים המקבילים, ונחשב את המכפלה l.h . כאשר נסכם את המכפלות מהסוג הזה עבור כל הצלעות של מצולע P, נקבל מספר שנסמן אותו (Q,P). הוכח כי (Q,P) = (P,Q).

פתרון. בהינתן שני קטעים במישור AB , CD, נגדיר פונקציה f(AB, CD) :

יהיו E , F נקודות כאלה שווקטורים CF, DE, AB שווים (כלומר קטעים שווים, מקבילים ומופנים באותו כיוון). אז CDEF מקבילית. אז f(AB, CD) = שטח של מקבילית CDEF לפי הגדרה.

ברור כי f(AB, CD) = f(CD, AB) כי המקביליות שמגדירות אותה חופפות באמצעות הזזה.

[image: image1.png]



ניקח צלע l של מצולע P ועבור כל צלע k של  מצולע Q נגדיר מקבילית שתיארנו, כמו בציור. לכל המקביליות האלו יש את אותו בסיס l, וסכום הגבהים שווה h2 כאשר h זה
מרחק בין שני הקווים שמקבילים ל- l ומשיקים למצולע משני הצדדים. 
2lh = ∑ f(k,l)
כאשר הסכום הולך על כל הצלעות של Q. לכן לפי הגדרה של (Q,P) מקבלים

2(P,Q) = ∑∑ f(k,l)
כאשר הסכום הולך על כל הצלעות k של Q ועל כל הצלעות l של P. לכן 
2(P,Q) = ∑∑ f(k,l) = ∑∑ f(l,k) = 2(Q,P)
