3. מצא את כל הסדרות החשבוניות באורך סופי, שהן עולות ממש, ושסכום כל האיברים שלהן שווה 1, וכל איבר בסדרה הוא מספר מסוג 1/k, כאשר k מספר טבעי.

תשובה. קיימת סדרה (1/6 , 1/3, ½) וסדרה 1 (למרות שלא ברור האם סדרה שמכילה איבר אחד בלבד נחשבת סדרה עולה).

פתרון ראשון. אם סדרה מכילה את 1 אז הסכום כבר 1 ואין עוד איברים.
אם סדרה מכילה את ½ אז איבר הקודם לו לא יכול להיות ¼  או קטן יותר כי לפניו חייב להיות 0 או מספר שלילי, וכל איברי הסדרה חיוביים. לכן לפניו מופיע 1/3 ​ ואם זזה סדרה חשבונית אז לפניו מופיע 1/6 וזה כבר נותן סכום 1, לכן זו סדרה יחידה שמכילה חצי.

ובכן, כאשר אנחנו מחפשים דוגמאות נוספות, מותר להניח שהסדרה לא מכילה ½ או 1.

אז נניח שיש בסדרה N איברים. סכום האיברים 1 לכן הממוצע 1/N . לכן בערך חצי מהאיברים גדולים יותר מאשר 1/N (במקרה אי-זוגי האיבר האמצעי שווה ל- 1/N).

כאשר איבר של סדרה גודל מסוג 1/k, המספר k יורד. עבור k מסוים, נגיד שמספר טבעי k מופיע אם יש איבר 1/k בסדרה, אחרת נגיד שיש רווח במספר k.

הפרש בין 1/k לבין 1/k+1 שונה עבור כל המספרים, לכן בין כל שני מספרים שמופעים חוץ מפעם אחת יש רווח (כי זה סדרה חשבונית, ולכן לא יתכן שיהיו שני זוגות ללא רווח).

אם N זוגי, N = 2m אז חצי מאיברי הסדרה גדולים מ-1/N אבל קטנים מ-½ , לכן חייבים להופיע m מספרים טבעיים בין 3 לבין N – 1 ובנוסף יש בינם לפחות m – 2 רווחים, סה"כ יוצא שבין 3 לבין N – 1 כולל יש 2m – 2 = N – 2 מספרים אבל יש שם רק N – 3.

סתירה.
אם N אי-זוגי, N = 2m+1 אז  m+1 מאיברי הסדרה גדולים או שווים ל-1/N אבל קטנים מ-½ , לכן חייבים להופיע m+1 מספרים טבעיים בין 3 לבין N ובנוסף יש בינם לפחות m – 1 רווחים, סה"כ יוצא שבין 3 לבין N כולל יש 2m = N – 1 מספרים אבל יש שם רק N – 2.
סתירה גם במקרה זה.
פתרון שני. יהיה 1/M מספר הכי גדול (ואחרון) בסדרה חשבונית. ברור שיש יותר מ-M מספרים בסדרה (אם יש M מספרים אן פחות, וסכום יוצא 1, ומספר הכי גדול זה 1/M אז יש M מספרים וכולם שווים 1/M, וזה נותן רק מקרה לא מעניין של סדרה באורך 1).

הפרש הסדרה d, הוא גם הפרש בין מספר הכי גדול בסדרה למספר הקודם, לכן ערך הקטן ביותר שהוא עלול לקבל זה 
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. אפילו אם צעד כזה אפשר לעשות רק M צעדים אחורה לפני שנגיע ל-0. לכן בסדרה יכולים להיות רק 1+M איברים (וכמובן, לא פחות). לכן יש M+1 איברים בסדרה, סכום שווה 1 לכן ממוצע 1/(M+1), איבר הכי גדול הוא 1/M, ואין שום מספר מסוג 1/k שיכול להיכנס בין ממוצע לאיבר האחרון, לכן יש לכל היותר 3 איברים בסדרה. 2 איברים יתנו סכום קטן מ-1, לכן יש 3 איברים בסדרה, האחרון הוא ½ , הממוצעי הוא 1/3 , ומכאן קל לחשב את הראשון.
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