1. א. מוטי ויוסי בחרו 3 מספרים טבעיים כל אחד. מוטי רשם על הלוח עבור כל שני מספרים מאלה שהוא בחר את המחלק המשותף הגדול ביותר שלהם. יוסי רשם על הלוח עבור כל שני מספרים מאלה שהוא בחר את הכפולה המשותפת הקטנה ביותר. התברר, שיוסי רשם על הלוח את אותם המספרים שמוטי רשם. הוכח שכל המספרים שנרשמו על הלוח שווים.

ב. האם הטענה תישאר נכונה, אם מוטי ויוסי יבחרו בהתחלה 4 מספרים כל אחד?
פתרון. ב. לא. אם מוטי בחר מספרים 2, 2, 2, 1 ויוסי ביר מספרים 1, 1, 1, 2 אז כל אחד מהם ירשום על הלוח שישה מספרים 1, 1, 1, 2, 2, 2. 

א. פתרון ראשון. עבור כל שני מספרים טבעיים  X, Y נסמן:

gcd(X,Y) מחלק משותף הגדול ביותר (קיצור של greatest common divisor), lcm(X,Y) הכפולה המשותפת הקטנה ביותר (קיצור של least common multiple).
 נניח שיוסי בחר מספרים a, b, c ומוטי בחר מספרים k, m, n אז התנאי אומר:

gcd(k ,m) = lcm(a, b)

gcd(k , n) = lcm(a, c)

gcd(m, n) = lcm(b, c)

(כמובן, יכולה להיות גם התאמה אחרת, אבל אז אפשר להחליף שמות של k, m, n כך שהמשוואות שרשמנו יתקיימו). ובכן לפי משוואה ראשונה מחלק של k ,m שווה לכפולה של a ולכן k ,m מתחלקים ב- a. באופן דומה, לפי משוואה שנייה גם n מתחלק ב-a. 
ובכן, המספרים k, m, n מתחלקים ב- a. באופן דומה אפשר להוכיח שהם מתחקים ב-b ומתחלקים ב-c. לכן gcd(k ,n) מתחלק גם ב-a וגם ב-b לכן הוא כפולה משותפת שלכם ומתחלק ב- lcm(a, b). 

הוכחנו ש- lcm(a, c)מתחלק ב- lcm(a, b). באותו אופן מוכיחים כי lcm(a, b) מתחלק ב- lcm(a, c), ולכן lcm(a, b) = lcm(a, c).

מסיבות דומות גם lcm(a, b) = lcm(b, c).  מש"ל.

פתרון שני. כידוע, כל מספר אפשר לרשום בתור מכפלה של מספרים ראשוניים בצורה אחת ויחידה כלומר 
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 כאשר 
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 מספרים ראשוניים 
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 מספרים שלמים אי-שלילים שקובעים את המספר (אם מספר ראשוני מסוים לא מופיעה בפירוק נשל מספר, אז הוא החזקה שמעליו היא 0).
נגיד שיוסי בחר מספרים 
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 ומוטי בחר 
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.
כאשר מחשבים את המחלק המשותף הגול ביותר אז בשני החזקות של כל מספר ראשוני 
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 בפירוק לוקחים את הקטנה יותר, וכאשר מחשבים את הכפולה המשותפת הקטנה ביותר אז משני החזקות של  
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 בפיקוק לוקחים את הגדולה יותר.

לכן אם למשל 
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 אז בפירוקים של שני המספרים שירשום מוטי חזקות של 
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 תהיינה 
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  כלומר חזקה הכי נמוכה שווה לחזקה שנייה בגודלה עבור המספרים שרשומים על הלוח. אבל מצד שני חזקה הכי גדולה גם תופיע פעמיים, כי אם למשל 
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 אז בכפולות המשותפות הקטנות ביותר יופיעו 
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לכן כל 3 החזקות שוות. לכן לכל המספרים שרשומים על הלוח יש את אותו פירוק לראשונים. לכן הם שווים.
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