7. אבי הניח בחדר שלו 52 קלפים במעגל אך השאיר מקום אחד ריק. בני נמצא מחוץ לחדר ולא רואה את הקלפים. בני מכריז בקול רם על אחד הקלפים. 

אם הקלף הזה נמצא ליד המקום הריק במעגל, אז אבי מעביר את הקלף הזה למקום הריק. 

אם לא, אז הקלפים נשארים במקום.

אחרי זה בני מכריז על עוד קלף וכך הלאה עד שבני אומר "עצור".

א. האם בני יכול לגרום לכך, שבוודאות כל קלף לאחר "עצור" יהיה במקום שונה מהמקום ההתחלתי שלו?

ב. האם בני יכול לגרום לכך, שבוודאות לאחר "עצור" אס עלה לא יהיה ליד המקום הריק?

תשובות: א. כן. ב. לא.

פתרון. א. השיטה עבור בני: צריך להגיד 51 או 52 פעמים את השמות של כל הקלפים באותו סדר לפי סדר כלשהו (גם 52 פעמים וגם 51 פעמים עובד).

שעם משתמשים בשיטה זאת אז:

טענה 1. כל התזוזות של קלפים יתבצעו באותו כיוון.

טענה 2. על כל 51 פקודות תהיה תזוזה אחת לפחות.

טענה 3. כל קלף יזוז, ואף קלף לא יחזור למקום.

הוכחת טענה 1. באינדוקציה: מספיק להוכיח שאם הייתה תזוזה בכיוון מסוים, אז התזוזה הבאה תהיה באותו כיוון.  נניח שהייתה בתהליך תזוזה, קלף A עבר למקום ריק. משני הצדדים של מקום ריק יש שני קלפים: A ועוד קלף, B. אחרי שקלף A הוכרז והוזז, ועד ההכרזה הבאה של A, מקריאים את שמות כל הקלפים האחרים חוץ מ-A, לכן עכשיו יקריא את B לפני A. לכן B יתפוס את מקום הריק לפני שיכריזו עלA  שוב, כלומר התזוזה הבאה תהיה באותו כיוון.

הוכחת טענה 2. בכל מצב יש מקום ריק ויש לו שני שכניםA  ו-B. בשביל שתתבצע תזוזה, צריך שיכריזו על אחד מהם. סה"כ יש 52 קלפים, ובכל 51 הכרזות רצופות מכריזים על 51 קלפים שונים, לכן חייבים להכריז על A או על B לבצע תזוזה.

הוכחת טענה 3. לפי טענה ראשונה, מקום הריק תמיד זז באותו כיוון. לפי טענה שנייה המקום הריק מבצע לפחות 52 תזוזות, כי יש 51(52 הכרזות. 

לכן המקום הריק יעבור מעגל שלם (לפחות פעם אחת) ויתחלף אם כל קלף.

לכן כל קלף זז. 

נשאר להוכיח שקלף לא חוזר למקום המקורי. כל קלף זז רק באותו כיוון ורק אם מכריזים עליו (וגם אולי לא תמיד). לכן קלף יעשה לא יותר מ-52 צעדים באותו כיוון, וזה לא מספיק בשביל לחזור למקום.
ב. אם לבני יש אסטרטגיה (סדרת פקודות) שעובדת תמיד, הוא יכול להגיד אותה מראש. נשים לב, שאם אומרים פקודה כלשהי פעמיים אז חוזרים למצב המקורי (גם אם הקלף זז וגם אם לא). 

אם אבי מכיר את האסטרטגיה של בני מראש, אז הוא יכול להתכונן בצורה כזאת. הוא יכין מצב רע R (אס עלה ליד מקום ריק) ויבצע את הפקודות של האסטרטגיה מנצחת של בני בסדר הפוך. הוא יגיע למצב A. עכשיו יבוא בני ויפעיל עליו את האסטרטגיה שלו. הוא יגיע שוב למצב R. וזה מצב רע, לכן אסטרטגיה שלו לא מנצחת.

כמובן, בחיים אמיתיים אבי לא יודע מראש את המהלכים של בני ולכן הוא לא יכול להכין מראש את המצב A, שיכשיל את בני. אבל יש סיכוי שמצב מכשיל A יבצר באופן מקרי, לכן אסטרטגיה של בני לא תעבוד. מש"ל.

גרסא בלשון של מתמטיקה גבוהה.

נתבונן במרחב המצבים. הכרזה של קלף – פונקציה ממרחב המצבים לעצמו.
זו פונקציה הפיכה – כי היא הפוכה לעצמה.
"האם בני יכול לגרום לכך, שבוודאות אס עלה לא יהיה ליד המקום הריק?"
מתורגם כך: "האם יש הרכבה של פונקציות כאלה לא כוללת בטווח שלה מצבים אס עלה לא יהיה ליד המקום הריק?" ברור שלא, כי הרכבה של פונקציות הפיכות – פונקציה הפיכה, ותמונה שלה = כל המרחב.
