2. על הצלעות של ריבוע יחידה סימנו נקודות K, L, M ו-N כך ש-KM מקביל לשתי צלעות הריבוע, ו-LN מקביל לשתי הצלעות האחרות של הריבוע. 

קטע KL חותך מהריבוע משולש עם היקף 1. 

מה שטח המשולש שנחתך מהריבוע ע"י הקטע MN?

תשובה. S = 1/4
פתרון ראשון. את אורכי הניצבים של משולש שנחתך באמצעות הקטע KL נסמן a , b והיתר הוא 
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a+b

=KL. אז ניצבי המשולש שנחתך ע"י קטע MN הם באורך1 – a , 1 – b   ושטח שאנחנו מחפשים S = (1 – a)(1 – b)/2.

אבל נתון כי ההיקף של משולש הראשון 
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+a+b = 1

1 – (a+b) = 
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(1 – (a+b))2 = a2 + b2
1 – 2a – 2b + a2 + 2ab + b2 = a2 + b2
2 – 2a – 2b + 2ab = 1

2(1 – a)(1 – b) = 1

S = (1 – a)(1 – b)/2 = 1/4
פתרון שני. פתרון זה יותר קשה למצוא מפתרון חישובי, אבל הוא לגמרי גיאומטרי ולכן הוא יותר יפה.

נסמן את קודקודי הריבוע ABCD כך ש-K נמצא על AB, ו-L נמצא על BC. נקודת חיתוך של KM ו-LN נסמן ב-X. נסמן O מעגל שמשיק לצלעות KL ולהמשכי הצלעות KB, LB של משולש KLB (מעגל חסום מבחוץ). 

טענה. מעגל O חסום בריבוע ABCD. 

הוכחת הטענה. ברור ש-O משיק ל-AB, BC מהצד הנכון, לכן מספיק להוכיח שהרדיוס שלו 1/2 (ואז יהיה ברור ש-O משיק לשתי צלעות אחרות של הריבוע).

נסמן T, U, V נקודות השקה של O אם KL, AK, CL בהתאמה.
אז , היות ושני משיקים מאותה נקודה למעגל שווים, אז 

1 = KL+LB+BK = KT+TL + LB+BK = KU + LV + LB+BK = BU+BV
אבל BU = BV ולכן  BU = BV = 1/2 . אבל זווית B ישרה, ולכן BU, BV ושני רדיוסים של מעגל O שעוברים דרך U, V יוצרים מלבן (הרי גם רדיוס תמיד מאונך למשיק). לכן גם רדיוס של O שווה 1/2, והוכחנו טענה.

נסמן a = BK , b = BL והיתר c = KL. התנאי שנתון הוא על האורכים a,b,c, והשאלה היא על שטחים, לכן יש טעם לתרגם אותם ללשון של שטחים. 
עבור a ו- b זה קל : a הוא שטח המלבן NLBA, b הוא שטח המלבן MKBC (אחת מצלעות של מלבנים אלה היא a או b בהתאמה, הצלע השנייה = 1).

לגבי c זה קצת יותר קשה. נשקף KL יחסית למרכז הריבוע ABCD (שהוא גם מרכז של מעגל O). אז K יעבור ל-Q, L יעבור ל-R. הקטע QR מקביל לקטע KL ושווה לו, לכן KLQR מקבילית. שני הקטעים משיקים למעגל O (KL לפי הגדרה, QR לפי סימטריה), לכן קוטר של מעגל שמאונך ל-KL הוא גובה של המקבילית. לכן גובה של מקבילית KLQR שווה 1, ובסיס שווה c, ולכן גם שטח שווה c.
הקטע LB מקביל ושווה גם ל- XK וגם ל-DR.

לכן XK מקביל ושווה ל-DR, כלומר DXKR מקבילית.

מסיבות דומות גם DXLQ מקבילית.

סכום שטחי מקביליות DXLQ, DXKR שווה לשטח מקבילית KLQR, הרי בסיס זהה DX = LQ = KR, וסכום הגבהים שווה לגובה.
ובכן c = SDXKR + SDXLQ. אבל אפשר להחליף את מקבילית DXKR במלבן NXKA כי יש להם בסיס משותף ואותו גובה, ולהחליף את DXLQ במלבן MXLC מאותה סיבה בדיוק.

נסמן את שטחי 4 המלבנים שמתקבלים כאשר מעבירים NL ו- KM בריבוע  ABCD כך: 

x = SXLCM   ,   z = SXLBK,
t = SXNDM   ,   y = SXNAK 
אז בעצם הוכחנו כי           c = x + y    .    אבל:
a = SNLBA = y + z
b = SMKBC = x + z
לפי נתון:                  1 = a + b + c = 2x + 2y + 2z
לכן                                        x + y + z = 1/2. 

שטח של הריבוע הוא 1, כלומר   x + y + z + t = 1.     לכן t = 1/2.

אבל שועלים על משולש DMN, והוא חצי מהמלבן XNDM.

לכן התשובה היא                    SDMN = t/2 = 1/4.
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