7. את הצלעות של המשולש ABC רואים מנקודה T (שבתוך המשולש) בזוויות של °120. הוכח שהישרים הסימטריים לישרים AT, BT ו-CT ביחס לישרים BC, AC ו- AB בהתאמה נחתכים באותה נקודה.

פתרון ראשון. יהיה P נקודה סימטרית ל-T ביחס לצלע BC, Q נקודה סימטרית ל-T ביחס לצלע AC, R נקודה סימטרית ל-T ביחס לצלע AB. 

היות והישר AT הוא חוצה זווית של זווית BTC, אז הישר שסימטרי לישר AT ביחס ל-BC הוא חוצה הזווית של זווית BPC.  מסיבות דומות, שני ישרים אחרים שמופיעים בשאלה הם חוצי זוויות של זוויות ARB ו- AQC. 

ובכן הדרישה היא: להוכיח שחוצי זוויות P, Q, R של משושה ARBPCQ נפגשים בנקודה אחת. על המשושה הזה יודעים שני דברים: זוויותיו P ,  Q, R שוות °120 ושצלעות שוות בזוגות: AR = AQ (הרי שניהם שווים AT לפי הגדרה), BR = BP  ,  CP = CQ. 

נניח שחוצי הזוויות של משושה מקודקודים P  , Q נפגשים בנקודה W. 

אז המרובע PCQW – דלתון, הרי CP = PQ, וזוויות ליד P, Q שוות °60. 

לכן WP = WQ.
באופן דומה, אם חוצי זוויות מקודקודים P, R של המשושה נפגשים בנקודה V אז BPVR דלתון: BP = PR  ,  VP = VR.

ואז VR, WQ נפגשים בנקודה U, ובאופן דומה RUQA גם דלתון: AQ = AR , UQ = UR. 

יש שלוש אפשרויות:
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א) חוצי הזוויות נפגשות בנקודה אחת ואז נקודות U,V,W מתלכדות. 
ב) קטע WP מכיל את V, קטע VR מכיל את U, קטע UQ מכיל את W.
ג) קטע VP מכיל את W, קטע UR מכיל את V, קטע WQ מכיל את U.
אפשרות ב' לא יכולה להופיע, כי אז:

VR = VP < WP = WQ < UQ = UR < VR
כלומר VR קטן מעצמו, סתירה. 

אפשרות ג' לא יכולה להופיע מאותם סיבות בדיוק (רק שאי-שוויונים ילכו בכיוון ההפוך).  לכן אנחנו נשארים אם אפשרות א'. מש"ל.
פתרון שני. כמו בפתרון הקודם, נעבור למשושה ARBPCQ ונשתדל להוכיח שחוצי הזוויות של זוויות P, Q, R שלו נפגשים בנקודה אחת.

יהי O מרכז של מעגל החוסם של משולש PQR. אז גם O וגם P נמצאים על האנך האמצעי לBC, לכן BOCP דלתון, (OBP = (OCP = x. 

באופן דומה (OBR = (OAR =z , וגם (OCQ = (OAQ =y .

אבל   x + z = (ABR = 120°  ,   

ובאופן דומה x + y = 120° , 



z + y = 120°. 

למערכת כזאת של 3 משוואות יש רק פתרון אחד: x = y = z = 60°.

לכן (OBR = (OAR = (OBP = (OCP = (OCQ = (OAQ = 60° 

כלומר PO, QO, RO  הם חוצי זוויות של המשושה והם נפגשים בנקודה אחת: O, מש"ל.

הערה. עגב, גם OA, OB, OC הם חוצי זוויות של משושה (הרי למשל OA זה ציר סימטריה של דלתון ORAQ, ודבר דומה עבור OB, OC). לכן בעצם כל חוצי זוויות של המשושה נפגשים בנקודה אחת והיא O, לכן היא נמצאת במרחק שווה מכל צלעות המשושה. לכן במשושה זה אפשר לחסום מעגל שמרכזו O.

פתרון שלישי. יהיו, כמו קודם, P, Q, R שיקופים של T יחסית לצלעות BC, AC, AB בהתאמה, O – נקודת מפגש האנכים האמצעים של PQR. 
על האנך האמצעי של QR נמצאים גם O וגם A, לכן

(OAC + (CAQ = (OAQ = (OAR = (OAB + (BAR
לכן       (OAC – (OAB = (BAR – (CAQ = (TAB – (TAQ 
כלומר ישרים AO , AT סימטריים ביחס לחוצה זווית של (BAC.
כך אפשר גם להוכיח שישרים BO, BT סימטריים ביחס לחוצה זווית של (ABC, וישרים CO, CT סימטריים ביחס לחוצה זווית של (ACB.

הגדרה: אם במשולש ABC קווים ישרים שמחברים נקודות T ו-O לקודקוד כלשהו סימטריים ביחס לחוצה זווית דרך אותו קודקוד אז הנקודות O ו-T צמודות איזוגונלית .

בעצם אנחנו הוכחנו (בלי להסתמך על התנאי שזוויות שוות °120) שאם שמרכז של מעגל חוסם של 3 שיקופים ביחס לצלעות צמוד איזוגונלית לנקודה מקורית.

באופן דומה, אם K , L, M שיקופים של O יחסית לצלעות BC, AC, AB בהתאמה, אז T הוא מרכז של המעגל החוסם של משולש KLM, או במילים אחרות, T נמצא על אנכים אמצעים של KLM. 
אבל גם A נמצא על האנך האמצעי של LM. לכן האנכים האמצעים של KLM הם AT, ובאופן דומה BT, CT. אבל AT, BT, CT נפגשים בזוויות של °120 לכן זוויות של משולש KLM כולם °60, כלומר הוא משוכלל. לכן K נמצא על הישר AT, L נמצא על BT, M נמצא על CT. לכן שיקופים של AT, BT, CT ביחס לישרים BC, AC, AB עוברים דרך שיקופים של K, L, M בהתאמה, כלומר כולם עוברים דרך O.

