5. תמניון או אוקטהדרון הוא פאון משוכלל (שכל פאותיו הן מצולעים משוכללים זהים) שיש לו 6 קודקודים, מכל קודקוד יוצאות 4 מקצועות, וכל 8 הפאות שלו הן משולשים שווי צלעות.

מתמניון משוכלל עם צלע 1 חתכו 6 פינות – פירמידות עם בסיס ריבועי וצלעות באורך 1/3. התקבל פאון שפאותיו הן ריבועים ומשושים משוכללים. 

האם אפשר ע"י העתקים של פאון כזה לרצף מרחב?
תשובה: כן.

בשאלה זו קשה להסביר הכל במילים, לכן הפרטים הם תרגיל לקורא שיש לו סבלנות ודמיון. קורא אחר (שאחד מהם חסר לו) יכול לוותר.
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פתרון ראשון. פשוט לוקחים ומרכיבים מרחב שלם מחלקים כאלה. נשים כמה פאונים כאלה על השולחן (הדמיוני), על פאה ריבועית. ב-4 צדדים של פאון יש פאות ריבועיות (וגם מעליו ומתחתיו). נדביק 4 פאונים מ-4 צדדים לפאון נתון, לפי פאה ריבועית:
לכל אחד מהפאונים האחרים גם נדביק פאונים מ-4 צדדים, (בצדדים שעדיין פנויים) לפי פאה ריבועית, וכך הלאה, ונקבל רשת מישורית ריבועית אם חורים:

	[image: image3.png]





החורים הם ריבועים, שאורכי צלעותיהם 1/3 כמו כל מקצועות הפאונים. ליד כל חור נמצאים 4 משושים, והשיפוע שלהם הוא בדיוק כמו שיפוע של פאות משושה של הפאון כאשר הוא עומד על פאה ריבועית. לכן אפשר לסגור כל חור בדיוק ע"י פאון כזה .
יתר על כך, בגלל סימטריה, אפשר להצמיד לכל חור שני פאונים בצורה נתונה: אחד מלמעלה ואחד מלמטה, והם יכסו את המקום שנשאר ליד החור בדיוק, בלי להשאיר אוויר. 

אם נסגור את כל החורים בשכבה אינסופית כזאת, אז בעצם אנחנו מוסיפים שני שכבות: אחת מלמעלה ואחת מלמטה, שזהות בדיוק לשכבה שכבר ציירנו. נוסיף מעל השכבה החדשה עוד שכבה בשביל לחסות את החורים של השכבה החדשה, וכך הלאה עד אינסוף, וכמובן בצורה כזאת אפשר להוסיף גם אינסוף שכבות מלמטה בלי להשאיר אוויר. כך נמלא  את כל המרחב.
פתרון שני. נגדיר מערכת של נקודות מודגשות: כל הנקודות השלמות כלומר 

כל (x , y , z) כאשר x , y , z שלמים וגם כל נקודות חצי שלמות, כלומר נקודות (x+1/2 , y+1/2 , z+1/2) כאשר x , y , z שלמים, ונתבונן באיזורי וורונוי של המערכת הזאת.

אזורי וורונוי, לכל מערכת של נקודות מודגשות, לא רק למערכת הזאת מוגדרים כך: לכל נקודה נמצא נקודה מודגשת הכי קרובה ונגיד שהיא הנציגה שלה. אז לכל נקודה מודגשת יש תחום או איזור של נקודות שאותם היא מייצגת (נקודות שקרובות יותר אליה מאשר לכל נקודה מודגשת אחרת).  

איזור כזה נמצא איזור וורונוי (הגדרה זאת עובדת גם במישור וגם במרחב). ברור, שלפי עקרון זה כל מערכת דיסקרטית של נקודות גורמת לפיצול של מרחב לאזורים. כמובן, יש נקודות במרחב שיש להם שני נקודות מודגשות הכי קרובות, והם נמצאות בדיוק על הגבול של שני אזורי וורונוי. כמובן, אם הן נמצאות במרחק שווה משני הנקודות המודגשות, אז הן נמצאות על האנך האמצעי (אנך אמצעי זה מישור שמחלק את הקטע שמחבר את שני הנקודות לחלקים שווים ומאונך לו). לכן אזורי וורונוי הם פאונים קמורים: איזור וורונוי של נקודה מודגשת מסוימת זה חיתוך של חצאי-מרחב שמופרדים ע"י אנכים אמצעים של נקודה נתונה ונקודות מודגשות אחרות (ומספיק בד"כ לקחת רק נקודות מספיק קרובות בשביל להגדיר את גבולות של אזורי וורונוי).
במקרה שלנו אזורי וורונוי  כולם אותו דבר, כי כל נקודה מודגשת אפשר להעביר לנקודה (0,0,0) ע"י הזזה מקבילה, שמעבירה גם את כל הנקודות המודגשות האחרות ונקודות מודגשות. לכן מספיק להוכיח שאזור וורונוי הוא פאון שעליו דברו בבעיה מקורית, ואז נראה שמרחב מתפרק לפאונים כאלה!

קל לבדוק ש-8 מישורים, שהם אנכים אמצעים של קטעים שמחברי את (0,0,0) לנקודות (±1/2 , ±1/2 , ±1/2) יוצרים תמניון שקודקודיו 
(±3/4,0,0) ,  (0, ±3/4,0), (0,0, ±3/4). 
6 מישורים אחרים, שהן אנכים אמצעים לקטעים שמחברים את (0,0,0) לנקודות (±1, 0, 0) ,  (0, ±1,0), (0, 0, ±1) חותכות שליש מכל צלע וחותכות פינה מהתמניון. אפשר גם לראות, שמישורים אחרים לא משחקים תפקיד.

לכן מקבלים בדיוק צורה שאנחנו רוצים, ומרחב מתפרק לצורות כאלה (טוב, למען האמת, רצינו צלעות 1/3 וקיבלנו צלעות 
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, אבל העתקת דמיון פשוטה יכולה לתקן את זה).
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