7. למנחה יש חפיסה של 52 קלפים.  הצופים רוצים לגלות את סדר הקלפים (כאשר לא ממש משנה האם הסדר הוא מלמעלה למטה או הפוך). מותר לשאול שאלות מהסוג :  "כמה קלפים נמצאים בין קלף A לקלף B? "

אחד מהצופים כבר יודע את סדר הקלפים. כמה שאלות הוא צריך לשאול על מנת גם האחרים יבינו את סדר הקלפים בחפיסה?

תשובה: המינימום הוא 34.

פתרון. נחלק את קבוצת הקלפים למספר קבוצות זרות כך שבין כל שני קלפים מקבוצות שונות לא נשאלה השאלה כמה קלפים יש בינהם, ובין כל שני קלפים A ו- B באותה הקבוצה קיימת שרשרת קלפים שקצה האחד ב- A והשני ב- B, ובין כל חוליה לחוליה הבאה בשרשרת נשאלה השאלה כמה קלפים יש בינהם.

[קל לנסח את זה גם באמצעות מתמטיקה לא אלמטארית.

הגדרה. גרף זה אוסף של נקודות שחלק מהם מחוברים באמצעות קשתות. 
רכיב קשירות של גרף זה קבוצה של כל הנקודות אליהם אפשר להגיע מקודקוד מסוים באמצעות המסלולים שמורכבים מקשטות.
כל גרף מתפצל לרכיבי קשירות.

אפשר להגדיר גרף על קבוצת הקלפים, בו שני קלפים יחוברו בקשת אם ורק אם נשאלה השאלה כמה קלפים יש בינהם. בעצם אנו מחלקים את הגרף לרכיבי הקשירות שלו.]
לא יתכן שאחת מהקבוצות הללו מכילה שני קלפים בלבד (אחרת היינו יכולים להחליף את הסדר בינהם, ושום דבר לא היה קורה). כמו כן לא יתכנו שתי קבוצות שכל אחת מכילה קלף בודד (אחרת נחליף את שני הקלפים הללו, ושום דבר לא יקרה). לפיכך 51 (52 פחות אחד) קלפים לפחות נמצאים בקבוצות המכילות 3 אברים ומעלה. 
טענה. בכל קבוצה כזו מספר השאלות שנשאלו לא נופל ממספר אברי הקבוצה פחות אחד.

הוכחת טענה. נניח שיש קבוצה של N קלפים, שכל 2 קלפים בה מחוברים באמצעות שרשרת של שאלות. נוכיח באינדוקציה על N שיש בה לפחות 1-N קלפים. בסיס אינדוקציה: לקלף 1 יש לפחות 0 שאלות.

נניח שכבר הוכחנו את הטעה עבור 1-N קלפים ורוצים להוכיח עבור N.

נבדוק האם יש קלף שעליו שאלו רק שאלה אחת. אם כן, נוריד את הקלף הזה ואת השאלה שקשורה אליו (וכל שני קלפים שהיו קשורים עדיין קשורים). 

נשארו 1-N קלפים ולפחות 2-N שאלות, לכן מקודם היו 1-N שאלות, מש"ל.
אם לא, אז יש לפחות 2 שאלות על כל קלף,  ובדיוק 2 קלפים בכל שאלה, לכן כמות השאלות היא לפחות כמו כמות הקלפים. מש"ל. 
[הערה למכירי תורת הגרפים: למעשה מדובר כאן בטענה האומרת כי בגרף קשיר בן n קודקודים יש לפחות n-1 קשתות.]
לכן, מספר השאלות הכולל אינו נופל מ- 51 פחות מספר הקבוצות המכילות שלושה קלפים ומעלה. לכן מספר הקשתות יהיה בשפלו כאשר מספר הקבוצות יהיה גדול ביותר, כלומר יהיו 17 קבוצות של שלושה קלפים כל אחת. במקרה זה מספר השאלות הוא 34.

כעת נוכיח כי ניתן ב- 34 שאלות לגלות את סדר הקלפים בוודאות. נחלק את חבילת הקלפים ל- 17 הקבוצות הבאות (קלף מספר 19 לא משתתף):

	מספר הקלף
	1
	2
	3
	....
	17
	18
	19
	20
	21
	........
	48
	49
	50
	51
	52

	מספר הקבוצה
	1
	2
	3
	....
	17
	1
	כלום
	17
	17
	........
	3
	3
	2
	2
	1


בכל קבוצה נשאל שתי שאלות: 
1. כמה קלפים יש בין הקלף שמספרו הנמוך ביותר לקלף שמספרו האמצעי 
2. כמה קלפים יש בין הקלף שמספרו הנמוך ביותר לקלף שמספרו הגדול ביותר.

כעת נסביר איך ניתן להסיק את יחידות הסדר בהתאם לתשובות לשאלות.
שאלנו כמה קלפים יש בין קלף מס' 1 לקלף מס' 52 והתשובה הייתה 50. המסקנה הברורה היא ששני הקלפים הללו נמצאים בקצוות החבילה. 
שאלנו כמה קלפים יש בין הקלף הראשון לקלף ה- 18 והתשובה הייתה 16. המסקנה היא שהקלף ה-18 נמצא במקום ה- 18 כאשר סופרים מהצד של קלף מספר אחד.

ועכשיו הטריק הגדול: השאלות של קבוצה מספר 2 אומרות לי שיש שני קלפים מקבוצה זו בקצוות של המקומות שנשארו, ואחד צמוד לקלף בקצוות. כלומר יש שתי אפשרויות – או שהקלף האמצעי נמצא משמאל לקלף מס' 18, או מימין.
כעת קורה בדיוק אותו הדבר עם קבוצות מספר 3 עד 17. מימין לקלף 18 (לא כולל את קלף מספר 1) יש 16 מקומות פנויים. מכל אחת מ- 16 הקבוצות 2-17 קלף אחד או שניים נמצאים מימין לקלף מספר 18. ברור אפוא שלא יתכן ששני קלפים יהיו מימין לקלף 18 (כי אז לא יישארו מספיק מקומות), וההוכחה הושלמה.
