2. כל פעם שאהוד מגיע לחבורה מסוימת, הוא קודם כל מברר מי מכיר את מי. בשביל לזכור את זה הוא מצייר מעגל על דף נייר, ומצייר מיתר במעגל עבור כל איש בחבורה. אם שני אנשים מכירים זה את זה, אז הוא מסמן אותם בשני מיתרים שנחתכים, אם לא –  הוא מסמן אותם באמצעות מיתרים שלא נחתכים. אם לשני מיתרים יש קצה משותף, נגיד שהם נחתכים. 

אהוד משוכנע, שאפשר לצייר תרשים כזה עבור כל חבורה. האם הוא צודק?

תשובה: אהוד טועה. 

פתרון ראשון. 
ניקח חבורה של שבע אנשים. אנשים מספר 1,2 ו- 3 לא מכירים זה את זה; איש מספר 4 מכיר רק את שלושתם; איש מספר חמש מכיר רק את 1 ו- 2; 
איש מספר שש מכיר רק את 1 ו- 3; ואיש מספר 7 מכיר רק את 2 ו- 3. 
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נניח כי אהוד צודק ונגיע לסתירה. 
עם המיתר של איש מספר 4 נחתכים המיתרים של אנשים מספר 1,2 ו- 3 בהכרח כמו בציור. 
כלומר שלושת המיתרים של 1-3 חותכים את מיתר 4 בסדר כלשהו. 

נניח בלי הגבלת הכלליות כי המיתר העליון הוא מיתרו של איש מספר 1, והתחתון של איש מספר 2. 
אז מיתר של איש מספר 3 מפריד בין מיתר של 2 למיתר של 1.

איש מספר חמש מכיר את אנשים 1 ו- 2 אך לא מכיר את איש מספר 3. הבעיה היא שבכל דרך שנעביר מיתר שיחתוך את המיתר העליון והמיתר התחתון, הוא יחתוך גם את המיתר האמצעי. סתירה.
דבר דומה יקרה אם מיתר 1 או מיתר 2 באמצע (מיתר 6 או 7 ייתן סתירה).

פתרון שני. 
דוגמא אחרת. אנשים 1, 2, 3, 4, 5 מכירים זה את זה במעגל (כלומר 1 מכיר את 5 ואת 2, מספר 2 מכיר את 1 ואת 3,  וכו...) ויש גם בן-אדם 6 שמכיר את כולם. 
בדוגמא זאת יש פחות אנשים מאשר בדוגמא של פתרון הראשון, אבל יותר קשה להוכיח שאי-אפשר לצייר אותה. 

נתחיל בטענה שתעזור לנו גם בפתרון השלישי.

טענה. אפשר להניח שבתרשים של אהוד אין מיתרים בעלי קצוות משותפים. כלומר, אם אהוד צייר תרשים מסוים שבו יש למיתרים מסוימים קצוות משותפים אז אפשר טיפה להזיז את המיתרים כך שהתרשים יהיה שקול (מבחינת היכרות) אבל כבר לא יהיו קצוות משותפים.
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הוכחת הטענה. נניח שקצוות של מספר מיתרים. נמחק את המיתרים מתלכדים בנקודה אחת. 
נזיז את הקצה שנמצא בנקודה הזאת של כל אחד מהמיתרים במרחק קטן, כך שהם יותר לא יתלכדו. 

כאשר מזיזים את הקצוות חשוב להקפיד על הסדר: קצה של המיתר הכי שמאלי זז ימינה, וקצה של מיתר השני מימין יכול לזוז גם ימינה אבל פחות, ... ,  וקצה של המיתר הכי ימני זז שמאלה הכי הרבה מכולם (אבל עדיין במרחק קטן יחסית).   
עכשיו כל המיתרים שהזזנו חותכים זה את זה והם עדיין מייצגים אנשים שמכירים זה את זה. היות והתזוזות היו קטנות אז לא יצרנו קצוות משותפים חדשים ולא שינינו את היחסים בין המיתרים שהזזנו למיתרים אחרים.

לכן התרשים שקיבלנו שקול לתרשים שהיה, ויש פחות קצוות משותפים. 

נחזור על הפעולה הזאת מספר פעמים ונגיע למצב שבו אין קצוות משותפים.

בזה הוכחנו את הטענה.
נחזור לדוגמא שלנו. נניח שבתרשים ציירו 5 אנשים שמכירים במעגל (כלומר את כל האנשים חוץ ממספר 6). אפשר להניח שאין קצוות משותפים.

לכן יש 10 קצוות על המעגל.

מיתר 2 נחתך אם מיתרים 1, 3 ולא נחתך אם מיתרים 4, 5.

מיתר 2 חותך את המעגל לשני חלקים. מיתרים 4 ו-5 חותכים זה את זה. לכן הם נמצאים באותו צד לגבי מיתר 2. לכן בצד השני של מיתר 2 יש רק 2 קצוות: קצה אחד של 1 וקצה אחד של 3 (יש להם קצה אחד בכל צד של מיתר 2).
מכאן המסקנה : מיתר 2 (ובאופן דומה גם כל מיתר אחר) מחלק את המעגל לשתי קשתות שבאחת מהם יש שני קצוות של מיתרים אחרים.

ניתן לקודקודים שמות לפי כיוון השעון A, B, C, D, E, F, G, H, I, J.

אפשר להניח שמיתר 2 הוא AD (אחרת נסובב את הסימונים).

מיתר שעובר דרך C מחבר אותו או לקודקוד J או לקודקוד F.

נניח שיש מיתר CJ בנוסף למיתר AD. אז הם חותכים גם זה את זה מיתר וגם מיתר שעובר דרך B. זה סתירה. לכן לא יכול להיות מיתר CJ. 

לכן יש מיתר CF.

גם לא יכול להיות מיתר BE (אז AD, CF, BE מייצגים 3 אנשים שמכירים זה את זה) לכן יש מיתרים BI , HE. נשארו רק 2 קודקודים ולכן יש גם מיתר GJ.

ובכן, אפשר להניח ש-5 אנשים ראשונים מיוצגים ע"י מיתרים AD, CF, HE, GJ, BI כאשר שמות של נקודות הולכים לפי כיוון השעון.

המיתר השישי חייב לחתוך את כולם, למשל את AD ואת EH.
לכן קצה אחד שלו נמצא על קשת AD והשני – על קשת EH.

אותו דבר אפשר להגיד על קשתות AD ו-GJ. לכן הקצה השני נמצא גם על GJ וגם על EH כלומר אפילו על החיתוך של שני הקשתות – קשת GH. ובכן הוכחנו שיש למיתר השישי קצה על GH, באופן דומה יש לו קצה על EF ועל CD אבל זה לא יכול להיות כי יש לו רק 2 קצוות. סתירה.
פתרון שלישי. את הרעיון של הפיתרון הזה מצא, חיים בנדר, תלמיד כיתה י"ב במהלך התחרות. מה שמבדיל בין פתרון הזה לשני פתרונות קודמים זה שהפתרון הזה הוא לא קונסטרוקטיבי.
כלומר, בשני פתרונות קודמים בנינו דוגמא של חבורה כזאת שבשבילה אהוד לא יצליח לצייר תרשים, וכאן אנחנו נוכיח שיש חבורה כזאת בלי לבנות דוגמא. נניח שיש לנו N אנשים ממוספרים, 1, 2, 3, ..., N. 

אז יש שם 
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  זוגות של אנשים. כל זוג יכול להיות זוג של אנשים שמכירים או זוג של אנשים שלא מכירים, זה 2 אפשרויות. 

לכן מקבלים שיש 
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 חבורות שונות מבחינת הקשרים של היכרות.

אהוד טוען שהוא יכול לצייר תרשים עבור כל אחת מהחבורות הללו.

כאשר הוא מצייר תרשים, אפשר להניח שאין קודקודים משותפים (זו טענה שהוכחנו במהלך הפתרון השני). לכן אפשר להכין מראש מעגל ולסמן עליו N2 נקודות. אחרי זה אהוד מתחיל לצייר. נגיד שהוא מצייר את המיתרים לפי הסדר. אז יש לו  
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 דרכים לצייר את מיתר ראשון, אחרי זה (נשארו רק 2– N2 קודקודים) יש
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 דרכים לצייר מיתר שני, ואז יש 
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 דרכים לצייר מיתר שלישי וכן הלאה.
בשיטה כזאת אפשר ליצור 
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 תרשימים שונים. אבל עבור חבורות שונות חייבים לצייר תרשימים שונים. לכן כמות החבורות השונות אינה עולה על כמות התרשימים השונים:     
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כלומר, אם עבור N מסוים נוכיח שהאי-שוויון הזה לא נכון, אז נראה שיש יותר חבורות מאשר תרשימים, ולכן יש חבורה שלא קיים עבורה תרשים!
נשאר החלק הטכני של חישוב.

האי-שוויון הוא   
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ולכן 
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ובכן    
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לכן 
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קל לראות שעבור N=19 זה לא נכון: 19∙20 < 400 < 210. סתירה.
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