7. ליוסי ולשמואל נתנו שני עותקים זהים של לוח 5×5 שבו רשומים 25 מספרים שונים זה מזה.

יוסי בוחר את המספר הכי גדול בלוח שלו ואז מוחק את השורה והעמודה שבהן הוא נמצא, אז הוא חוזר על התהליך עם הלוח 4×4 שנשאר, ואז עם הלוח 3×3 וכך הלאה. 

שמואל עושה את אותו הדבר עם הלוח שלו, רק במקום לבחור את המספר הכי גדול בכל פעם הוא בוחר את המספר הכי קטן. 

האם יתכן כי סכום חמשת המספרים שבחר שמואל:

א. (6 נקודות) גדול מסכום חמשת המספרים שבחר יוסי?

ב. (2 נקודות) גדול מסכום כל חמישה מספרים אחרים בלוח המקורי, שנבחרו כך שאף שניים לא נמצאים באותה השורה או באותה העמודה?
תשובות. א. לא.   ב. כן.

פתרון. א. ברור שיוסי ייקח 5 מספרים בסדר יורד M1 ≤ M2 ≤ M3 ≤ M4 ≤ M5 ושמואל ייקח 5 מספרים בסדר עולה  m5 ≥ m4 ≥ m3 ≥ m2 ≥ m1.

כאשר יוסי בחר מספר Mk היו לא k שורות וגם k עמודות מהן מותר לבחור. כאשר יוסי בחר מספר mk הוא בחר אותו מתוך 6 – k  שורות וגם 6 – k  עמודות שנשארו לו. לכן יש לפחות שורה משותפת אחת ולפחות עמודה משותפת אחת שמהן כל אחד מהחברים היה יכול לבחור, כלומר יש משבצת אחת לפחות שנמצא בה מספר A ששני החברים היו יכולים לקחת אותו במקום Mk או mk. אבל יוסי לוקח תמיד את המספר הכי גדול שאפשר, ושמואל את המספר הכי קטן, ולכן Mk ≥ A ≥ mk.

לכן גם הסכום של mk אינו עולה על הסכום של Mk.
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ב. 

פתרון ראשון. למשל בטבלא הזאת
שמואל ייקח מספרים שנמצאים על האלכסון. כל 5 מספרים אחרים שמקיימים את התנאי יתנו סכום יותר קטן. אכן, אם לא ניקח את 10000 אז סכום יצא יותר קטן  מ- 5 ∙ 1008.
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בהנחה שלקחנו 10000 אם לא ניקח 1000 אז סכום של 4 מספרים חוץ מהמספר 10000 יהיה קטן מ-  4 ∙ 106. וכו'. כך רואים שדווקא האלכסון נותן את הסכום הגדול ביותר.
פתרון שני. לטבלא שנמצאת בציור יש תכונה מעניינת – עבור כל 5 משבצת שנבחר כך שבכל שורה ובכל עמודה יש משבצת אחת בדיוק, הסכום יצא אותו דבר:1+2+3+4+5+10+20+30+40 .
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לכן אם נוסיף 0.1 לכל האיברים של האלכסון הראשי אז האלכסון הראשי ייתן 
סכום יותר גדול מכל 5 משבצות אחרות שמקיימות את התנאי. 

ואלה בדיוק המשבצות ששמואל יבחר.
