7. נמלה הולכת במסלול סגור על המקצועות של דודקאדר (תריסרון בשמו העברי)  ואף פעם לא פונה אחורה.  המסלול עובר כל מקצוע בדיוק פעמיים.

הוכח כי לפחות את אחד המקצועות הנמלה עוברת באותו הכיוון בשתי הפעמים.

(הערה: לתריסרון 20 קודקודים, 30 מקצועות, 12 פאות חופפות בצורת מחומש משוכלל, ובכל קודקוד נפגשות 3 פאות.) 

פתרון. נניח שקיים מסלול שעובר בכל מקצוע בשני הכיוונים. נתבונן בקודקוד מסוים A. יש לו 3 קודקודים שכנים: B, C, D. נניח שברגע מסוים הנמלה עברה מ-B ל-A. אז היא צריכה לצאת מ-A לקודקוד C או D. אם היא הולכת ל-C, אז כאשר בהמשך היא תגיע ל-A מ-C, היא תצטרך לצאת מ-A לכיוון D. כי אם היא תצא מ-A ל-B, אז כאשר היא תגיע ל-A במקצוע AD היא תצטרך לצאת באותו מקצוע (כי AB ו-AC כבר נוצלו, ואי-אפשר לנצל אותם פעמיים באותו כיוון). מהשיקולים האלה ברור שיש לנמלה רק שתי דרכי התנהגות בצומת A: 

או B ( A ( C , C ( A ( D , D ( A ( B, 

או להפך: B ( A ( D , D ( A ( C , C ( A ( B.

במילים בקודקוד A נמלה חייבת תמיד לפנות שמאלה, או תמיד לפנות ימינה.

כעת נרשום על כל קודקוד את הסוג שלה ("ימינה" או "שמאלה"). 
בצורה כזאת, אם נשים נמלה במקום כלשהו וניתן לה כיוון, המסלול שלה יהיה מוגדר. אז לא קשה לראות (תרגיל לקוראים) שקבוצת כל המקצועות המכוונות תתפרק לאיחוד זר של מסלולים מעגליים. 

בעצם, מה שהנחנו שאפשר למצוא שיטה לחלק את הקודקודים לקודקודים "שמאליים" וקודקודים "ימניים" כך שיוצר מסלול אחד בלבד.
כעת ניקח קודקוד שמאלי כלשהו (למשל A) ונהפוך אותו לקודקוד ימני. יתכן שמבנה של מסלולים מעגליים ואפילו כמות של מסלולים מעגליים ישתנו. אכן, אם A קודקוד שמאלני, מהסוג B ( A ( D , D ( A ( C , C ( A ( B, יתכנו כמה מקרים (מומלץ לצייר ציור לכל מקרה):

(1) יש מעגל אחד שעובר דרך A מהסוג 

B ( A ( D  (. . . (  D ( A ( C (. . . (  C ( A ( B (. . . ( B
אז אחרי השינוי בקודקוד A נקבל 
B ( A ( C (. . . ( C ( A ( D  (. . . (  D  ( A ( B (. . . ( B
כלומר שוב יש מעגל אחד שעובר דרך A.

(2) יש מעגל אחד שעובר דרך A מהסוג 

B ( A ( D  (. . . (  C ( A ( B (. . .(  D ( A ( C ( . . . ( B
אז אחרי השינוי בקודקוד A נקבל 3 מעגלים שעובר דרך A:
B ( A ( C (. . . ( B ( A
C ( A ( D (. . . ( C ( A 

D ( A ( B (. . . ( D ( A.
(3) יש 3 מעגלים שעוברים דרך A. זה בדיוק המצב ההפוך למצב (2) ואחרי השינוי נם יתאחדו למעגל אחד (תרגיל לקורא).
(4) יש 2 מעגלים שעוברים דרך A: 

B ( A ( D (. . . ( B
C ( A ( B (. . . ( D ( A ( C (. . . ( C 

אז אחרי שנהפוך את הקודקוד A לשמאלי נקבל שוב שני מעגלים

B ( A ( C ( . . . ( C ( A ( D ( . . . ( B
D ( A ( B ( . . . ( D.
בדקנו את כל המקרים עד כדי סימטריה, ומכל המקרים האלה אפשר להסיג מסקנה אחד: כאשר מחליפים קודקוד מסוים משמאלי לימני, אז הזוגיות של כמות המסלולים לא משתנה ! ! ! 

נתחיל מהמצב שבו יש מסלול אחד (הנחנו שמצב זה קיים). נעשה מספר שינוים, עד שנהפוך את כל הקודקודים לימניים. כעת כל הפניות הם ימינה, ויש 12 מעגלים – כל מעגל זה מעבר על השפה של פאה מסוימת לפי כיוון השעון.

לכן מספר אי-זוגי של מעגלים (1) הפך למספר זוגי (12), וזה לא יכול להיות!

