6. 12 חרגולים יושבים בנקודות שונות על מעגל. הנקודות האלה מחלקות את המעגל ל-12 קשתות. כל דקה קופצים כל החרגולים בכוון השעון- כל אחד קופץ לאמצע הקשת שלו. האם יכול לפחות חרגול אחד לחזור למקומו ההתחלתי אחרי:

א. 12 קפיצות?

ב. 13 קפיצות?

תשובות: לא לשני הסעיפים.
מהתשובה ברור שכל פתרון של סעיף ב' הוא גם פתרון של סעיף א'. אבל סעיף א' הרבה יותר פשוט לכן בהתחלה נראה שני פתרונות של סעיף א' ובסוף שני פתרונות של סעיף ב'.

א. פתרון ראשון. נניח שאורך המעגל שווה 1. נסמן את מיקום של כל חרגול ע"י מספר, שהוא אורך הקשת מהנקודה התחלתית של החרגול הראשון ועד הנקודה בה יושב חרגול נתון, לפי כיוון השעון. לשם נוחות אנו נניח שכל הקשתות האלה גדלות עם כל קפיצה אפילו אם הן נהיות ארוכות יותר מהמעגל השלם. כלומר, מיקום של חרגול הראשון הוא 0X, של הבא אחריו 1X, השלישי 2X, . . . והאחרון 11X. נסמן גם X12 = X0 + 1.

בהתחלה 0 = X0 < X1 < X2 < . . . < X12 = 1.

את הפעולה שמתבצעת כל דקה אפשר לתאר כך: 

מחליפים את הערכים של X0 , X1 , X2 , . . . , X11 בערכים 

(X0 + X1)/2 , (X1 + X2)/2 , (X2 + X3)/2, . . . , (X11 + X12)/2
ואת הערך של X12 בערך חדש של X0 + 1.
נסמן ב- AK,M את הערך של XK אחרי M דקות מהרגע ההתחלתי.
למשל, AK,0 ​= XK בהתחלה, אחרי דקה AK,1 ​= XK, וכו'. 
בניסוח אלגברי זה מספיק להוכיח כי A0,12 < 1 (כלומר, גם אחרי 12 קפיצות החרגול הראשון יעבור פחות ממעגל שלם). 

ברור כי AK,M < AK+1,​M (הסדר של החרגולים נשמר).
AK,M+1 = (AK,M + AK+1,​M)/2 < AK+1,M . 

ולכן A0,12 < A1,11 < A2,10 < A3,9 < . . . < A12,0 = 1 מש"ל.
פתרון שני. ברור שסדר של החרגולים נשמר, שקטעי הקפיצות הבו-זמניות של חרגולים שונים לא נחתכים. נשים דגל בנקודה שממנה מתחיל החרגול הראשון.
כדי שהחרגול הראשון יחזור לדגל צריך שקודם כל החרגולים האחרים יעברו את הדגל. אבל בכל קפיצה רק חרגול אחד עובר את הדגל, ובקפיצה ראשונה אף חרגול לא עובר את הדגל לכן צריך לבצע לפחות 13 קפיצות.

ב. פתרון ראשון. אפשר לפתור את הבעיה באמצעות חישוב, למשל כך.
נשתמש בסימון  AK,M שניצלנו בפיתרון הראשון של סעיף א', אבל נגדיר ותו גם עבור K > 11 נגדיר את המספרים האלה בצורה כזאת: AK,M = AK–12,M + 1.
אז הפעולה שקוראת כל דקה (נוסחת הנסיגה) אפשר לרשום כך:

AK,M+1 = (AK,M + AK+1,​M)/2.
נשתמש בנוסחא זו מספר פעמים, ונקבל ביטוי למיקום של החרגול הראשון אחרי M  דקות, A0,M,  בהינתן המצב ההתחלתי, AK,0: 
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כלומר A0,M זה ממוצע של AK,0 עם משקלים שהם מקדמים בינומיים, עבור 0≤K≤M. מפה הטענה של סעיף א' ברורה – הרי כל המספרים AK,0 עבור 0≤K≤12 נמצאים בין 0 לבין A12,0 = 1, לכן גם ממוצע שלהם קטנה מ-1, כלומר החרגול לא עובר את כל המעגל. אבל אנו צריכים טענה יותר חזקה.
לפי הגדרה A12,0 = A0,0 + 1 , A13,0 = A1,0 + 1 .

לכן A12,0 = A0,0 + A13,0 A1,0 + . לפיכך
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בשורה הראשונה של הנוסחא האחרונה יש ממוצע עם משקלים של AK,0 עבור 0 ≤ K ≤ 13 ולא כולם  קטנים מ-1 (כי AK,0 > 1 ). אבל בשורה השנייה יש ממוצע עם משקלים של AK,0 עבור 1 ≤ K ≤ 12, ואז ברור שהם בין 0 ל-1. 
פתרון שני. אפשר להוכיח את זה גם בלי לבצע חישוב. ננסה למצוא מיקום עבור חרגולים 2, 3, ..., 12 כך שאחרי 13 מהלכים החרגול הראשון יעבור מרחק גדול ככל האפשר.
ממוצע זו פונקציה מונוטונית עולה בכל אחד משני איברים. לכן, כמה אם נזיז את המיקום התחלתי של חרגול כלשהו לפי כיוון השעון, אז זה יגרום לכל החרגולים לאחר מספר דקות לזוז רק ימינה (כי הממוצעים של הממוצעים של הממוצעים יגדלו).
לכן, אם אנחנו רוצים שחרגול הראשון אחרי 13 מהלכים יעבור מרחק גדול ככל האפשר כדאי להזיז את החרגולים האחרים כך שהם יעמדו בדיוק מאחורי הגב שלו, במרחק 0. כמובן, מרחק 0 זה מצב שלא יתכן במציאות, כלומר המצב האידיאלי הזה הוא יותר טוב מכל מצב אמיתי.

במצב הזה, בקפיצה ראשונה החרגול הראשון יעבור 1/2 מעגל וכל האחרים יישארו במקום. בקפיצה השנייה החרגול הראשון יעבור עוד 1/4 מעגל (סה"כ 3/4) והחרגול השני יעבור 1/4 מעגל (חצי מהמרחק עד החרגול השני) וחרגולים 3, 4, ..., 12 יישארו במקום.

בקפיצה השלישית החרגול השלישי יעבור 1/8 מעגל והחרגול הראשון יעבור 1/8 (ויישאר לו מרחק של 1/8 מעגל כדי להשלים מעגל שלם) וכו'.

בקפיצה ה-12 החרגול ה-12 סוף-סוף יזוז מהמקום ויעבור 1/212​ מהמעגל וגם החרגול הראשון יעבור חצי מהמרחק שנשאר לו כדי להשלים את המעגל השלם–  1/212 מהמעגל ויישאר לא עוד 1/212 מהמעגל השלם.

לכן בקפיצה ה-13 הוא יחזור למקום ההתחלתי. כלומר ב-13 מהלכים הוא עובר מעגל שלם, אבל זה במצב אידיאלי, שהוא יותר טוב מכל מצב אמיתי. 

לכן בכל מצב האמיתי הוא יעבור פחות ממעגל שלם.
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