5. הוכח כי קיימים אינסוף זוגות של מספרים שלמים שכל הספרות שלהם הן לפחות 7, כך שמכפלת כל זוג - גם בה כל הספרות לפחות 7.
פתרון ראשון. (זהו הפתרון היפה ביותר שראינו של השאלה. מחברי השאלה במוסקבה לא ידעו אותו. הוא הומצא במהלך התחרות בתל אביב ע"י יותם גפני, תלמיד כיתה י"א).
מתאים כל זוג מספרים מהסוג הבא:
מספר ראשון 887887…887 (כלומר 887 שמופיע N פעמים).
מספר שני 999…999877 (בסוף הספרות 877, ובהתלה הספרה 9 מופיע 

3-N3 פעמים, כלומר שני המספרים באותו אורך N3).

המספר הראשון הוא בעצם 887∙100100…1001.

המספר השני הוא 103N – 123 . לכן המכפלה היא:

(887∙100100…1001) ∙ (103N – 123) = 

= 887∙100100…1001∙103N – 887∙123∙100100…1001 = 

= 887887…887000000…000 – 887∙123∙100100…1001
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במספר הראשון יש 887 שמופיע N פעמים, ואז N3 אפסים. נחשב 887∙123 (ראה ציור). ונקבל 
887∙123 ∙ 100100…1001 =

= 109,101 ∙ 1,001,00…1,001 =

= 109,210,210…210,101
(במספר יש 3+N3 ספרות).

ובכן, המכפלה היא ההפרש של שני מספרים:

	0
	0
	0
	0
	
	
	. . . 
	0
	0
	0
	7
	8
	8
	7
	8
	8
	. . .
	7
	8
	8
	–

	1
	0
	1
	0
	1
	2
	. . . 
	0
	1
	2
	9
	0
	1
	
	
	
	. . .
	
	
	
	

	9
	9
	8
	9
	8
	7
	. . . 
	9
	8
	7
	7
	7
	7
	7
	8
	8
	. . .
	7
	8
	8
	


רואים שיש בתוצאה רק ספרות 7, 8, 9.
פתרון שני. (נשלח אלינו ע"י ד"ר פ. סמובול)
נוכיח, כי עבור כל מספר שלם 
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 מתאימים. ברור, כי       
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נתבונן במכפלת של 
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אם k = 0, נקבל: 
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ברור, כי כל הספרות במכפלה הנדרש - לפחות 7.
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עבורk  גדול.
כאשר k = 1 כלומר k+2 = 3 אז כמות של ספרות 9 באמצע תהיה 0 ונקבל 78878899.

פתרון שלישי. מתאים כל זוג מהסוג הבא: 
המספר הראשון 99…998877 m =, המספר השני 88...87 n = (מספר הספרות בתוך ... נבחר כך, ששני המספרים יהיו באותו אורך).

קל לראות כי m = 10N – 1123 .
n = 888…88 – 1 = 8/9(999…99) – 1 = 8/9(10N – 1) – 1
המכפלה היא:
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אבל 
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ולכן:
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מש"ל.
הערה. זו שאלה מאוד קשה ולא ברור כיצד אפשר לפתור אותה. כמובן, עם בודקים במחשבון הרבה אפשרויות, אז אפשר למצוא פתרונות קטנים (כמו 887∙877, ועוד), ואז אפשר לנחש את התשובה ואז להוכיח שזה עובד. 

אבל זה מאוד קשה כי יש הרבה מאוד אפשרויות. 

נציג דרך שמאפשרת להגיע לפתרון ולבדוק פחות אפשרויות. ע"י בדיקת אפשרויות של ספרה אחרונה אפשר לראות שזה 7∙7 כי רק אז הספרה אחרונה של המכפלה תהיה גדולה מ-6.
נניח שניחשנו N ספרות אחרונות של מספר ראשון וגם 1 – N ספרות אחרונות של מספר שני. אנו טוענים שאז הספרה ה-Nית מהסוף של המספר השני מוגדרת ביחידות (אם היא בכלל קיימת). 

אכן, הספרה מספר N מהסוף של המכפלה תלויה מתקבלת ע"י חיבור של שני מחוברים. 

המחובר הראשון A זה ספרה הN-ית מהסוף של מכפלת המספרים, שהראשון מהם מורכב מ-N ספרות אחרונות של המספר הראשון והשני מורכב מ- 1– N ספרות אחרונות של המספר השני. 

המחובר השני, B, זה ספרה אחרונה של מכפלת שני ספרות – הספרה האחרונה של המספר השני (ששווה ל-7) והספרה ה-N-ית מהסוף שאותה אנחנו מחפשים (נקרא לה X). ברור, כי ∙X7 מסתיים ב3, 6, או 9 (תלוי אם X הוא 9, 8, או 7).
לכן כאשר אנו בודקים את 3 האפשרויות עבור X אז A+B הולך בקפיצות של 3, והוא יעבור דרך 7, 8, או 9 רק פעם אחד (ולא יותר, אולי אף פעם). לכן X מוגדר ביחידות וזה מצמצם משמעותית את מספר הבדיקות. 

כלומר, אם אנו יודעים את N ספרות האחרונות של מספר הראשון אנו יכולים (בכמות לינארית של בדיקות) למצוא את N הספרות האחרונות של המספר השני. 

כמובן זה לא מבטל את הבדיקות לחלוטין כי השיקול הזה מתייחס רק לספרות האחרונות של המספר וצריך לוודות שגם הספרות הראשונות יהיו בסדר. 

כלומר זו שאלה שלא מספיק בה להבין את "הפילופוסופיה" אלה גם צריך לבצע קצת עבודה קשה.
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