4. במשולש ABC ציירו את חוצה הזווית AA', וסימנו נקודה X על הקטע הזה. הישר BX חותך את AC בנקודה B', ו- CX חותך את AB בנקודה C'. הקטעים A'B' ו-CC' נחתכים בנקודה P, ואילו הקטעים A'C' ו- BB' נחתכים בנקודה Q. 

הוכח כי הזוויות PAC ו-QAB שוות.
פתרון. נשתמש בטענות עזר.

טענה 1. נניח שבמישור נתונים זווית שגודלו ( וקודקודו A, ונקודה Z בתוכו. המרחק מנקודה Z עד הישר של הצלע הראשונה של הזווית g, והמרחק מ-Z עד הישר של הצלע השנייה h. מעבירים דרך Z ישר שחותך את שתי הצלעות של הזווית: את הראשונה בנקודה J ואת השנייה בנקודה K.

אזי הגודל 
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 לא תלוי בשיפוע של הישר JK (הוא תלוי רק ב-().

הוכחת  טענה 1. שטחו של משולש AJK שווה, מצד אחד, AJ∙AK∙sin(()/2,

אבל מצד שני זה סכום של שטחי AZJ, AZK. לכן

AJ∙AK∙sin(()/2 = SAJK = SAZJ + SAZK = AJ∙g/2 + AK∙h/2

כלומר AJ∙AK∙sin(()= AJ∙g + AK∙h. נחלק את שני האגפים ב- AJ∙AKונקבל
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טענה 2. נניח כי AKL משולש, נקודה I על הקטע AK, נקודה J על הקטע AL, Z היא נקודת חיתוך של הקטעים IL, AK, המרחקים מ-Z לישרים AL, AK הם g, h בהתאמה. אזי 
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הוכחת טענה 2. לפי טענה 1,
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 נעביר אגפים 
ונקבל   
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 מש"ל.
כעת אנו מוכנים לפתור את השאלה. נסמן AB=b, AC=c, AX= x, AA'=a', AB'=b', AC'=c', המרחקים מנקודה P לישרים AC, AX ומנקודה Q לישרים AB, AX נסמן q2, q1, p2, p1 בהתאמה.
המרחקים מ-X לשני צלעות של הזווית BAC שווים, ולכן, לפי טענה 2 ,
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. נכתוב טענה 2 גם עבור נקודות B', C, A', X וגם  B, C', A', X ונקבל 
ונקבל 
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 וגם 
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 .
ברור כי היחס p1 : p2 קובע את הזווית PAC.

באופן זהה היחס q1 : q2 קובע את הזווית QAB, הרי AA' הוא חוצה זווית של BAC ולכן הישר AB סימטרי לישר AC  ביחס לישר  AA'. אבל 
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לכן הזוויות PAC, QAB שוות וגם הזוויות המשלימות PAB, QAC שוות. מש"ל.
פתרון שני. נניח שהקטע B'C' חותך את AA' בנקודה M. אז לפי משפט צ'בה 
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אבל לפי תכונת חוצה זווית במשלש AB'C' רואים 
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כלומר                     
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 .     אבל לפי משפט סינוסים 
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ובכן, הישרים AP ו-AQ מחלקים בהתאמה את הזוויות A'AC, A'AB באותו יחס.

פתרון שלישי. נסמן hM (l) מרחק מנקודה M עד הישר l.

אנו נשתמש מספר פעמים בטענה פשוטה – עבור 3 ישרים OM, ON, OL היחס hK (OM)/ hK (ON) זהה לכל הנקודות K על OL.

היות וזווית A'AB, A'AC, חדות ושוות מספיק לבדוק את השוויון
 hP (AC) / hP (AA') = hQ (AB) / hQ (AA').
נשתמש בטענה פעמיים: 
hP(BC) / hP(AC) = hX(BC) / hX(AC) = hX(BC) / hX(AB) = hQ(BC) / hQ(AB)

נניח כי גודל הזווית BAC הוא (2. אז קל לראות כי

hB’ (AB) / hB’ (AA') = sin(2() /sin(() = hC’ (AC)/ hC’ (AA')
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ובכן 
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 מש"ל.
פתרון רביעי. (מתבסס על גרסא שימושית מאוד של גיאומטריה אנליטית).
הגדרה. בהינתן אוסף של נקודות (שנרשמים כווקטורים) A1, A2, …, An ואוסף של מקדמים (מספריים ממשיים), שנקראים גם מסות, m1, m2, …, mn, נגיד שהמסה הכוללת זה סכום של המקדמים האלה: M = m1 + m2 + … + mn .

כאשר המסה הכוללת לא שווה ל-0, ניתן להגדיר את 

מרכז הכובד של המערכת:  G = (m1∙A1 + m2∙A2 + . . . + mn∙An)/M.

למרכז הכובד יש מספר תכונות מעניינות. הקוראים שלא מכירים את הנושא יכולים להוכיח אותם בתור תרגיל:

(1) מרכז הכובד של שני נקודות A, B נמצא על הישר שמחבר אותם. 
כאשר שני המסות mA, mB חיוביות, אז מרכז הכובד נמצא על הקטע AB ומחלק אותו ביחס מסוים לפי הכלל שנקרא "חוק המנוף": AM/MB = mb/ma 
(כן, נכון, הסדר הפוך – מרכז הכובד קרוב יותר לנקודה כבדה יותר! ). 

(2) ניתן לחשב את מרכז הכובד בחלקים: למשל אם מחשבים מרכז הכובד של 3 נקודות, A, B, C בעלות מסות mC ,mB ,mA אז זה כמו לחשב קודם מרכז כובד D של נקודות A, B בעלות מסות mB ,mA ואז לחשב מרכז כובד של נקודות C, D בעלות מסות mA+mB ,mC. ניתן להכליל את השיטה הזאת גם ליותר נקודות.
(3) מרכז הכובד של קודקודי המשולש ABC כאשר שמים בכל קודקוד מסה 1 זו נקודות חיתוך התיכונים של המשולש.
(4) מרכז הכובד של קודקודי המשולש ABC כאשר שמים בכל קודקוד מסה ששווה לאורך של הצלע הנגדית זו נקודת חיתוך של חוצי זוויות של המשולש.

(כאן צריך להשתמש בתכונה של חוצה זווית).

עבור הקוראים שפתרו את 4 התרגילים האלה או יודעים אותם מראש הפתרון של הבעיה יהיה קל. (כמו כן, מרכז כובד מאפשר להוכיח את משפט צ'בה בקלות.)
נסמן את הצלעות של המשולש AB = c , AC = b. אז מרכז הכובד של 2 נקודות B, C בעלות מסות c ,b נמצא ב-A'. ניתן למצוא מסה X כזאת, שמרכז הכובד של נקודות A' , A בעלות מסות b+c , x יהיה בנקודה X. 
לכן מרכז הכובד של נקודות A, B, C בעלות מסות х, c ,b נמצא בנקודה X.

X נמצא על קטע BB', לכן B' זה מרכז כובד של נקודות A, C עם מסות c ,x.

באופן דומה C' זה מרכז כובד של נקודות A, B עם מסות b ,x.

כעת ניקח 3 מסות: b בנקודה B, х בנקודה A, b+c בנקודה A'.

מרכז כובד שלהם נמצא מצד אחד על קטע BX (כי X זה מרכז כובד של A, A') ומצד שני על A'C' (כי C' זה מרכז כובד של נקודות A, B), לכן מרכז כובד של 3 מסות נמצא בחיתוך הקטעים BX, A'C', כלומר Q.
באופן דומה, אם ניקח 3 מסות: c בנקודה C, х בנקודה A, b+c בנקודה A', נקבל נקודה P.

ניתן להניח, ש-A היא ראשית הצירים (כלומר A=0). אז לפי מה שהוכחנו:
P = ((b+c)∙A' + x∙A + c∙C) /m1 = ((b+c)∙A' + c∙C)/m1
כאשר m1 = b+c + x + x. באופן דומה,              Q = ((b+c)∙A' + b∙B)/ m2.

הווקטור A' (ולכן גם (b+c)∙A') נמצא על החוצה זווית AA' של משולש ABC.
הווקטורים B , C סימטריים לגבי חוצה זווית זה אבל הם לא באותו אורך – האורך של ווקטור B זה c והאורך של ווקטור C זה b. לכן הווקטורים c∙C, b∙B הם באותו אורך והם ממש סימטריים לגבי AA'. 

לכן ווקטור m1∙P = (b+c)∙A' + c∙C) סימטרי לווקטור m2Q = (b+c)∙A' + b∙B ביחס לישר AA'. אבל הראשון נמצא על הקרן AP והשני על הקרן AQ. לכן הקרניים AP, AQ סימטריים זה לזה ביחס לAA'-, מש"ל.
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