2. המשכי הצלעות AB ו-CD של המרובע הקמור ABCD נחתכים בנקודה K. ידוע כי AD=BC. יהיו M ו-N אמצעי הצלעות AB ו-CD בהתאמה. 

הוכח/י כי המשולש MNK הוא קהה זווית.

פתרון ראשון. נניח ש-B יותר קרובה ל-K מאשר A, ואז גם C יותר קרובה ל-K מאשר D (זה לא מגביל את הכלליות). 

הישרים AD ו-BC אינם מקבילים, אחרת המרובע היה מקבילית ואז גם AB ו-CD לא היו נחתכים. לכן (KCB ≠ (KDA.
קל לראות כי (KCB+(KBC = 180°–(BKC = (KAD+(KDA.

	[image: image1.png]A






 קיימים  שני מקרים או (KCB < (KDA ואז (KBC > (KAD או להפך,  (KCB > (KDA ואז (KBC < (KAD. אפשר להניח שוב, בלי הגבלת הכלליות, כי אנו נמצאים במקרה הראשון.

יהיה BCDP מקבילית. 

אז לפי ההנחות שלנו, P
נמצאת בתוך המשולש 
AKD. 
תהי Q אמצע של AP.
PD=BC=AD לכן משולש ADP שווה שוקיים.

קטע QM מקביל ל-BP ושווה לחצי ממנו (קטע אמצעים במשולש). לכן QM הוא מקביל ושווה ל-DN, כלומר NMQD מקבילית.
הקטע DQ מאונך ל-AP (כי במשולש שווה שוקיים תיכון הוא גם גובה).

אבל DQ מקביל ל-MN.לכן גם MN מאונך ל-AP.

לכן הזווית AMN חד. הזווית KMN משלים את AMN ל-180° ולכן היא כהה.

פתרון שני. נשתמש בטענה ידוע:
טענה. אם נתונים 2 משולשים, VUW ו-XYZ, בהינתן XY=VU, YZ=UW, אז התנאים הבאים שקולים: 

1. XZ < UW
2. (XYZ < (UVW
נניח כמו בפתרון ראשון שנקודות B  ו-C יותר קרובות ל-K מאשר A ו-D בהתאמה, ונניח בשלילה שבמשולש KMN הזוויות KMN ו-KNM חדות (ואז זוויות AMN ו-DNM כהות).  אז מהטענה מתקבל:

כאשר מסתכלים על משולשים MND ו-MNC מקבלים  כי MD > MC. 
כאשר מסתכלים על משולשים NMA ו-NMB מקבלים  כי NA > NB. 
כאשר מסתכלים על משולשים MAD ו- MBCמקבלים  כי (MAD>(MBC. 
כאשר מסתכלים על משולשים NDA ו- NCBמקבלים  כי (NDA>(NCB. 
אבל זה לא יתכן כי (NCB+(MBC > 180° > (NDA+(MAD. מש"ל.

נשאר להוכיח את הטענה שהשתמשנו בה:
הוכחה ראשונה: נסמן XY=a, YZ=b. אז משפט קוסינוסים נותן ביטוי לריבוע הצלע השלישית דרך הזווית: a2 + b2 – 2ab∙cos((). 

בתחום [0, 180°] הפונקציה cos מונוטונית יורדת, לכן - cos   היא מונוטונית עולה, לכן גם a2 + b2 – 2ab∙cos(() מונוטונית עולה, מש"ל.

הוכחה שנייה: אפשר להניח כי XY≥YZ. נזיז את המשולש UVT כך שהוא יעבור למשולש XYT (זה אפשרי, כי XY=UV). 

אז נקודות T, Z נמצאות על אותו מעגל שמרכז שלו ב-Y. צריך להוכיח שיש תלות מונוטונית בין הזווית XYZ למרחק XZ.

ברור שהמרחק XZ יכול לקבל כל ערך בין XY – YZ ל- XY + YZ, ושני מקרים קיצוניים אלה הם משולשים מנוונים שמתאימים לזוויות 0 ו-180° בהתאמה.
עבור כל ערך של המרחק XZ אנחנו נקבל רק שני אפשרויות עבור Z, כי למעגל שמרכזו ב-X ורדיוסו XZ ומעגל שמרכזו ב-Y ורדיוסו XY יכולות להיות רק 2 נקודות חיתוך (כי בכלל לשני מעגלים שונים יכולות להיות רק 2 נקודות חיתוך לכל היותר). שני נקודות אלה סימטריות לגבי ישר XY ונותנות אותו ערך לזווית XYZ. לכן, עבור ערך מסוים של מרחק XZ מקבלים רק ערך אחת של הזווית.

לכן התלות הזאת מונוטונית! וראינו שהמרחק הגדול ביותר מתאים לזווית הגדולה ביותר, לכן התלות היא מונוטונית עולה.
