6. נתון משולש ABC. יהיו AA1, BB1 ו-CC1 חוצי הזוויות שלו. נתון כי היחס בין גדלי הזוויות (A:(B:(C הוא 4:2:1. יש להוכיח כי A1B1=A1C1.

פתרון ראשון. גדלי הזוויות A, B, C שווים ל- (4, (2, ( בהתאמה, כאשר (7=°180. נסמן ב-I את נקודת מפגש חוצי הזוויות של המשולש. הישר שעובר דרך 1A ומקביל ל-AC חותך את הקטע BI בנקודה K.
קל לחשב את הזוויות בציור זה: (KBA1=(KA1B=(, (BIA1=BA1I=3(, (A1KB1=(A1BA=(A1AB=(AB1B=(A1AB1=2(, (AC1I=AIC1=5/2( (חישוב זוויות זה תרגיל לקוראים. כל מה שצריך זה סכום זוויות במשולש =°180 , והגדרת חוצה זווית).
לכן משולשים IB1A,A1AB  , AC1I, KA1B, BA1I, וגם טרפז KA1B1A, שווי שוקיים.

לכן A1A=B1K (אלכסונים בטרפז שווה שוקיים), ובנוסף

C1A = IA = A1A – IA1 = A1B – IA1 = BI – IK = BK = A1K  
ולכן המשולשים A1KB1 ו- C1AA1 חופפים (צלע זווית צלע) 
ולכן גם A1B1=C1A1.
פתרון שני. נתבונן במצולע משוכללABXYZCT .

חוצה זווית תמיד חוצה את הקשת של מעגל החוסם של משולש, כי זוויות שוות נשענות על הקשתות שוות. לכן המשך של A1A עובר דרך Y, ושל B1B עובר דרךT .

הקוטר שעובר דרך Y של המעגל החוסם מהווה ציר סימטריה עבור הטרפז ABCT. ולכן הקוטר הזה מכיל את נקודה 1B שהיא בעצם נקודת חיתוך האלכסונים של הטרפז ABCT.
הנקודה 1A היא נקודת חיתוך האלכסונים של טרפז שווה שוקיים ABYC, ולכן A1A=A1B, A1Y=A1C. 
אז אפשר לבצע סיבוב שמרכזו ב-A1 שיעביר את B ל-A ואת C ל-Y.
תהיה N נקודת חיתוך של AC ו-YT. אז קל לראות כי הזוויות ABC ו-ACB שוות לזוויות NAY ו-AYN התאמה כי הן נשענות על אותם קשתות באותו מעגל. חוצה זווית של הזווית AYN (שהיא גם זווית AYT) זה YB1. 

לכן הסיבוב שלנו שמעביר את B ל-A ואת C ל-Y יעביר גם A ל-N, ואת משולש ABC כולו למשולש NAY, ואת חוצה זווית של ABC, CC1 הוא יעביר לחוצה זווית של NAY, YB1. 
ובכן, סיבוב מסביב ל-A1 מעביר C1 ל-B1, לכן C1 ו-B1 נמצאים באותו מרחק מהנקודה A1.
פתרון שלישי. הטענה מתקבלת מחפיפת משולשים AA1B1 ו- BA1C1. 

(A1BA=(A1AB =(A1AB1=2(, ומכאן כל להבין כי AA1 = BA1, וגם יש זווית שווה. נשאר רק להוכיח AB1 = BC1, ואז המשולשים יהיו חופפים (צז"צ).
תכונת חוצה זווית מאפשרת לבטא את הקטעים האלה בעזרת אורכי צלעות המשולש: ac/(a+b) , AB1 = bc/(a+c) = BC1, כאשר а, b, c הם אורכי הצלעות שנמצאים מול הקודקודים A, B, C בהתאמה. לכן צריך לבדוק את הזהות: ac/(a+b) = bc/(a+c), כלומר (נצמצם ונכפיל במכנה)
a(a+c) = b(a+b).

את הזהות הזאת נבדוק בשני שיטות:

שיטה ראשונה:  באמצעות משפט הסינוסים, הזהות מקבלת צורה: 
sin 4( (sin 4( + sin () = sin 2( (sin 4( + sin 2() 
אבל        sin 2( (sin 4( + sin 2() = 2 sin 2( sin 3( sin (
וגם  sin 4( (sin 4( + sin () = sin 3( (sin 3( + sin () = 2 sin 3( sin 2( sin (
שיטה שנייה:  נמשיך את הצלע CB מעבר ל-B ע"י קטע BP=c. שהישר CA חותך את המעגל החוסם של משולש ABP פעם נוספת בנקודה Q. 
המרובע ABPQ חסום, לכן הזווית PQA שווה לזווית ABC כלומר (2. 
אבל AB=c=BP לכן זוויות PQB, BQA נשענות על קשתות שוות ולכן כל אחד מהם שווה ל-(. ולכן המשולש BQC שווה שוקיים, BQ=BC=a.

(BQA=(, (BAQ=3(, ולכן גם (ABQ=3(, כלומר משולש ABQ שווה שוקיים, QA=QB=a. לכן, לפי משפט ידוע:
a(a+c) = CB∙CP = CA∙CQ = b(b+a)
