5. על מעגל נמצאים מספר סופי של מספרים ממשיים חיוביים שכל אחד מהם לא עולה על 1. הוכח/י שאפשר לחלק את המעגל ל-3 קשתות כך שההפרש בין סכומי המספרים על קשתות סמוכות לא יעלה על 1. 

(אם על קשת מסוימת אין מספרים, סכום המספרים עליה הוא 0.)
הערות. ברור שאי-אפשר להקטין את מספר 1 כלומר לא תמיד אפשר למצוא חלוקה שההפרש יהיה למשל קטן מ-2/3. קל לראות את זה מהדוגמה של מעגל שיש עליו 4 מספרים שכולם שווים ל- 1.
אנו נציג 3 פתרונות. הם רשומים באופן מפורט, אבל הם לא באמת מסובכים.

פתרון ראשון. ניקח חלוקה כלשהי ל-3 קשתות. אם החלוקה הזאת מקיימת את התנאי אז זהו. אם לא, ניקח את הקשת שבה סכום המספרים הוא הכי גדול (נקרא לה "קשת הכי גדולה") ונעביר ממנה מספר אחד בדיוק לקשת שבה סכום המספרים הוא הכי קטן מ-3 הקשתות (שנקרא לה "קשת הכי קטנה" בעתיד). כמובן, המספר שנעביר הוא המספר הקיצוני של קשת הכי גדולה שנמצא על הגבול עם קשת הכי קטנה.

אנו טוענים שאם נחזור על הפעולה הזאת מספיק פעמים, אז נגיע למצב שאפילו ההפרש בין קשט הכי קטנה לקשת הכי גדולה לא יעלה על 1 (למרות שהקשתות יכולות "להחליף תפקידים", והקשת הכי גדולה בהתחלה יכולה להפוך למשל לקשת הכי גדולה בסוף).
להפרש בין סכום המספרים בקשת הכי גדולה לסכום המספרים בקשת הכי קטנה נקרא "אנרגיה".

נניח שסכום המספרים בקשת הכי קטנה X, וסכום המספרים בקשת הכי גדולה Y, ואז Y > X+1 (אחרת כבר הגענו למצב טוב), וסכום המספרים בקשת השלישית Z. מעבירים מספר אחד a מקשת הכי גדולה לקשת הכי קטנה, ומקבלים קשתות שהסכומים בהם Y – a , X + a , Z. 

כולם קטנים או שווים ל-Y ואפילו כולם חוץ מ-Z אולי קטנים מ-Y כי 0 < a ≤ 1 ולכן X+a < Y – 1 +a ≤ Y. לכן אחרי הפעולה שלנו בקשת הכי גדולה יש סכום קטן או שווה לסכום שהיה קודם בקשת הכי גדולה, והשוויון מתקיים רק אם היו שתי קשתות הכי גדולות (כומר, אם היה Y=Z).
באופן דומה קל לראות כי הסכום בקשת הכי קטנה אחרי הפעולה גדול או שווה לסכום בקשת הכי קטנה לפני, והשוויון לא מתקיים אלה אם כן X=Z. 

אבל לא יתכן שגם Y=Z וגם X=Z בו זמנית (אחרת כבר היינו נמצאים במצב טוב). ובכן, הסכום בקשת הכי קטנה לא יורד, הסכום בקשת הכי גדולה לא עולה, ולפחות אחד מהם משתנה בכל פעולה, לכן האנרגיה תמיד יורדת.
אז, כל עוד שלא הגענו למצב "טוב", אנחנו יכולים להוריד את האנרגיה. אבל יש מספר סופי של מספרים במעגל, ורק סופי לחלק אותם ל-3 קשתות. לכן אנחנו לא יכולים להוריד את האנרגיה אינסוף פעמים, ולכן כבר אחרי מספר סופי של צעדים נצטרך לעצור, כלומר נגיע למצב טוב, מש"ל.
דרך אחרת לנסח את הפתרון הזה: ניקח את החלוקה בעלת אנרגיה קטנה ביותר מכל החלוקות (חלוקה כזאת קיימת, כי יש רק מספר סופי של חלוקות). אז התנאי כבר מתקיים כי אם לא נוכל לבצע "פעולה" ולהוריד את האנרגיה.

פתרון שני. נניח שסכום המספרים במעגל שווה ל-S3. ניקח קשת שהסכום בה היא קרובה ביותר ל-S מכל הקשתות האפשריות (זה אפשרי כי יש מספר סופי של דרכים לבחור רצף של מספרים במעגל). כלומר, בקשת שלנו הסכום יהיה S±d כאשר d הוא מספר קטן ככל האפשר, ובכל קשת אחרת הסכום יהיה גדול או שווה ל- S + d או קטן או שווה ל-S – d .  לקשת שבחרנו נקרא "הקשת המרכזית".
נבנה ליד הקשת המרכזית מצד שמאל קשת הכי ארוכה שעדיין יותר קטנה מ-S (כלומר נוסיף מספר-מספר החל מהשכן השמאלי של הקשת המרכזית ושמאלה כל עוד שהסכום לא יעבור את S). לקשת הזאת נקרא "הקשת השמאלית" ואת סכום המספרים בה ב-X. X<S ולכן X ≤ S – d.

באופן דומה נבנה ליד הקשת המרכזית מצד ימין קשת הכי ארוכה שעדיין יותר קטנה מ-S (כלומר נוסיף מספר-מספר החל מהשכן הימני של הקשת המרכזית וימינה כל עוד שהסכום לא יעבור את S). לקשת הזאת נקרא "הקשת הימנית" ואת סכום המספרים בה ב-Y. Y<S ולכן Y ≤ S – d.

אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות כי סכום X≥Y (אחרת נהפוך את המעגל וכך נחליף בין שמאל לימין).

סכום המספרים של קשת מרכזית, שמאלית וימנית ביחד אינו עולה על 

S – d + S + d + S – d = 3S – d וזה קטן מ-S3 (אלה אם כן d=0 וסכום בכל קשת שווה ל-S בדיוק ואז הן בדיוק מכסות את כל המעגל והסכומים שווים ואז פתרנו). אז הסכום ב-3 קשתות קטן מסכום בכל המעגל לכן הקשתות לא מכסות את המעגל. 
אם היינו מוסיפים מספר נוסף גם לקשת השמאלית וגם לקשת הימנית כך שהסכומים בהם U ו-V כבר היו גדולים או שווים ל-S אז U ו-V גולים או שווים אפילו ל- S + d (לפי הגדרה של d). אז סכום המספרים של קשת מרכזית, שמאלית וימנית הייתה לא קטנה מאשר S + d + S – d + S + d = 3S + d.

חוץ מהמקרה הלא מעניין שבו זה שווה ל- S3 (ובשביל זה חייבים d=0 וסכום בכל קשת שווה ל-S בדיוק והקשתות בדיוק מכסות את כל המעגל ואז פתרנו), מקבלים שהקשתות לא רק יכסו את המעגל, אלה גם שיכסו איזשהו מספר פעמיים. 

ובכן, במצב ראשון יש רווח בין קשת שמאלית לימנית, ואם נוסיף מספר אחד בכל צד אז כבר תפסנו מספר מסוים פעמיים, לכן הרווח מורכב ממספר אחד בדיוק, שנקרא לו a. הנחנו כי X≥Y ואז נוסיף את המספר הזה שנמצא ברווח לקשת ימנית ונקבל חלוקה של מעגל. 

אז הקשת הימנית הסכום X+a גדול או שווה ל-S ואפילו ל-  S+d והוא הגדול ביותר, ובקשת השמאלית הסכום Y והוא קטן או שווה ל-  S ואפילו ל- S – d והוא הקטן ביותר, וההפרש בין גדול ביותר לקטן ביותר קטן מ-1 בחלוקה הזאת. הרי (X + a) – Y = (X–Y) + a ≤ 0 + 1 = 1. מש"ל.
פתרון שלישי. ניקח נקודה כלשהי על המעגל, למשל נקודה עליונה. נסמן בשני הצדדים של הנקודה שני קשתות קטנות שלא מכילות אף מספר. סכום המספרים בכל אחד מהקשתות הקטנות קטן מסכום המספרים בקשת הגדולה.
עכשיו אנחנו נשחק משחק כזה. אנחנו בכל צעד נעביר מספר אחד בדיוק מהקשת הגדולה שנמצאת למעטה לקשת הכי קטנה (בזה שנעריך קצת את אחת הקשטות הקטנות על חשבון הקשת התחתונה). אנחנו נמשיך לבצע מהלכים כאלה כל עוד מתקיימים שני תנאים הבאים בו זמנית:

(1) הקשת התחתונה היא עדיין הכי גדולה (מבחינת סכום המספרים בה)

(2) ההפרש בין הקשת הגדולה ביותר לקשת הקטנה ביותר קטן מ-1.
ברור שבאיזשהו רגע אחד מהתנאים יפסיק להתקיים (כי אם ניקח בכל מהלך מספר מהקשת התחתונה, אז היא תהפוך להיות הכי קטנה ותנאי א' ישבר), לכן אנחנו נעצור ברגע מסוימת.

אם תנאי א' עדיין מתקיים ותנאי ב' הפסיק להתקיים אז כבר הגענו למצב טוב ופתרנו את הבעיה.

נשאר לבדוק, מה קורה אם לפני המהלך האחרון תנאים א' ו-ב' היו מתקיימים ואחרי המהלך האחרון תנאי א' נשבר. אז לפני המהלך היו לנו שלוש קשתות, שהסכומים בהם X, Y, Z, כאשר X < Y < Z, כלומר Z זה סכום בקשת התחתונה, ולפי תנאי ב' X+1<Z. העברנו מספר a שלא עולה על 1 מהקשת הקטנה לקשת הגדול, וקיבלנו 3 סכומים חדשים: X+a , Y , Z– a.

קל לראות שבכל שלב של המשחק ההפרש בין שני קשתות הקטנות אינו עולה על 1. כי כל פעם אנחנו מגדילים את הקשת הקטנה ב-1 לכל היותר, ולכן הסכום שהיה יותר גדול מקודם לא יעלה על הסכום השני ועוד 1, והוא כמובן לא יותר קטן מאשר הסכום השני פחות 1, כי הוא כבר היה לא יותר קטן ועוד עלה. ובכן, ההפרש בין X+a ל- Y אינו עולה על 1 (ולא משנה מי יותר גדול).
בקשת התחתונה מקבלים את הסכום Z– a שהיא כבר לא הכי גדולה. אם הערך הזה נמצא בין שני הסכומים האחרים אז הכל ברור, כי אז בעצם כבר הוכחנו שההפרש בין הקשת הכי גדולה לקשת הכי קטנה קטן מ-1. 

לכן המקרה היחיד שצריך לבדוק הוא שהסכום בקשת התחתונה, Z– a, הוא הקטן מבין השלושה, וצריך להוכיח כי גם (X+a) – (Z–a) וגם Y – (Z–a) קטנים מ-1.  Y<Z ולכן Y – Z < 0  ולכן  Y – (Z–a) < (Y – Z) +a ≤ 0+1=1.  
בנוסף, X+1<Z ולכן X – Z < –1 ז. א.  (X+a) – (Z–a) < –1+2a ≤ 1 

(הרי a ≤ 1 ולכן 2a ≤ 2). מש"ל.
