7. במרחב נתונות 200 נקודות. כל 2 מחוברות ע"י קטע ישר, והקטעים האלה לא נחתכים. כל קטע צבוע באחד מ-K צבעים. יורם רוצה לצבוע גם כל נקודה באחד מ-K הצבעים האלה, כדי שלא יהיו אף 2 נקודות שהן באותו צבע כמו הקטע שמחבר אותן. האם יורם יוכל בוודאות להצליח, כאשר נתון ש
א. (4 נקודות) K=7.

ב. (4 נקודות) K=10.

פתרון

לא תמיד. 
1. נסמן p1 = 13, p2 = 17, p3 = 19, p4 = 23, p5 = 29, p6 = 31, p7 = 37.
מספר את הנקודות מ-1 עד 200, ונצבע בצבע ה- iקטעים המחברים בין נקודות שהפרשיהן מתחלק ב-i. התנאי לא נוגד את עצמו משום שהכפולה המשותפת המינימלית של כל pi ו pj גדולה מ- 200. אז מכל הנקודות שיש להן שארית נתונה מודולו i, ניתן לצבוע בצבע ה- iלא יותר מאחת, ולכן יש לא יותר מ pi נקודות בצבע ה- i. 
אבל p1 + … + p7 < 200. קיבלנו סתירה.
הערות 
1) הוכחה דומה עוברת אפילו ל-9 צבעים אם ניקח בתור  pi 13, 16, 17, 19, 21, 23, 25, 29, 31
2) ישנה בניה יפה של דוגמא נגדית עם n2 נקודות ל-n צבעים (בפרט 128 ל-7). אבל כבר ל-7 צבעים הבנייה שלנו נותנת חסם יותר טוב: אם ניקח בתור  pi 11, 13, 14, 15, 17, 19, 23, נקבל דוגמא נגדית עבור 114 נקודות. ואם נשתמש בשיטות של סעיף ב, נוכל להוריד את מספר הנקודות ל-64. 
ב. נוכיח שאפילו עבור 121 נקודות אפשר לצבוע גם קטעים שמחברים אותם, כך שיורם לא יוכל להשיג את מטרתו. נמספר את הנקודות ע"י זוגות מספרים (Y,X), שהם מספרים מ-1 עד 11. עבור כל K מ-0 עד 9 נצבע קטע בין נקודות (1Y,1X) ו- (2Y,2X) שעבורם המספר  (X2 –X1) – K(Y2 – Y1) מתחלק ב-11 בצבע מספר K+1 . (כל הקטעים שלא הספרנו איך לצבוע נצבע בצבע כלשהו).
נבחר צבע כלשהו K+1. אז כל הנקודות מתחלקות ל-11 מחלקות, כאשר יש 11 נקודות בכל מחלקה, לפי שעריות לאחר חילוק ב-11 של המספר X – KY . בכל מחלקה כל שני נקודות מחוברות בצבע נתון, לכן במחלקה יכולה להיות רק נקודה אחת מצבע נתון (לכל היותר). כלומר סה"כ יש לא יותר מאשר 11 נקודות מכל צבע. 

אבל יש רק 10 צבעים, לכן יורם יוכל לצבוע רק 110 נקודות, והוא צריך לספור 121 נקודות לפחות.
הערה. יש לנו בעצם 200 נקודות, והטריק שניצלנו עובד עבור p2 נקודות כאשר p זה מספר ראשוני, ומוכיח ש p –1 צבעים לא מספיקים. אבל גם 169 קטן מ-200, לכן אפילו 12 צבעים לא מספיקים.
הערה לקוראים מתקדמים. 
אפשר לחשוב על חלוקות שמצאנו כמשפחות של קווים ישרים מקבילים במישור אפיני.
