3) יוסי בחר בשני מספרים חיוביים x ו-y. הוא רשם את המספרים 
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 והראה אותם לאבי, אך לא אמר לו איזה מספר התקבל מאיזו פעולה. הוכח כי אבי יכול לגלות את המיספרים x ו-y בצורה חד-משמעית.

פתרון:

נשים לב ש: 
[image: image2.wmf](
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. נמצא בעזרת ניסוי וטעיה שני מיספרים שרשומים על הפתק (a,b) שהממוצע החשבוני שלהם שווה לממוצע ההנדסי של שני האחרים (c,d). 

תזכורת (אי שוויון הממוצעים): ממוצע חשבוני של שני מספרים גדול או שווה לממוצע ההנדסי שלהם, והשוויון מתקיים אם ורק אם שני המספרים שווים.
נוכיח ש (a,b) חייבים להיות 
[image: image3.wmf]x-y,x+y

 (בסדר כלשהו):

נתבונן בשיוויון: 
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 ונשים לב שאפשר להחליף מקומות בין אחד מהמספרים 
[image: image5.wmf]x-y,x+y

 ואחד מהמספרים 
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 רק במקרה של שיוויון ביניהם אחרת תמיד אחד מהצדדים יגדל והשני יקטן. אז יכול להיות רק (a,b) הם 
[image: image7.wmf]x-y,x+y

 או (a,b) הם
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. 
אבל זה לא יתכן. הרי הממוצע החשבוני של שני המספרים 
[image: image9.wmf] 
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 גדול או שווה לממוצע ההנדסי שלהם, שהוא x. אבל מצד שני x הוא ממוצע חשבוני של 
[image: image10.wmf]x-y,x+y

 ולכן הוא גדול או שווה לממוצע הנדסי שלהם. כלומר ממוצע חשבוני של 
[image: image11.wmf] 
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 גדול או שווה לממוצע הנדסי של  
[image: image12.wmf]x-y,x+y

. כדי שיתקיים השוויון צריך, בפרט, להתקיים 
[image: image13.wmf]x-yx+y
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 ואז 
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 ואז 
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 לא מוגדר, סטירה. 
אז קיבלנו שאכן  (a,b) הם 
[image: image16.wmf]x-y,x+y

 ואז 
[image: image17.wmf]a+ba-b
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, לכן ניתן לקבוע את x ו-y באופן חד-משמעי, מש"ל.
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