4. נתון משולש ABC ובו H - נקודת חיתוך הגבהים, I - מרכז המעגל החסום, O- מרכז המעגל החוסם, K – נקודת ההשקה של המעגל החסום עם הצלע BC. נתון ש- IO מקביל ל- BC. הוכיחו ש AO מקביל ל- HK.
פתרון:



נעביר דרך קודקודי המשולש ABC  ישרים שמקבילים לצלעות הנגדיות. נקבל משולש 1C1B1A , שמתקבל ממשולש ABC  ע"י הומוטתיה (מתיחה אחידה) עם מקדם 2- . הגבהים של משולש ABC הם אנכים אמצעים של משולש 1C1B1A. לכן H הוא בעצם מרכז המעגל החוסם את- 1C1B1A. לפיכך AO  ו H1A מקבילים. ובכן מספיק להוכיח שהישר H1A עובר דרך K.

תהי M – אמצע הצלע BC. בגלל הומוטתיה, הישרים OA ו- H1A מקבילים (הרי יש להם תפקיד דומה במשולשיםABC  ו- 1C1B1A). הישרים  עוברים דרך קודקודים מנוגדים של מקבילית ABA1C, ו-M מרכז מקבילית. 
לכן הישריםAO  ו-H1A סימטריים ביחס ל- M. ובכן, מספיק לבדוק שנקודת החיתוך של BC ו-AO סימטרית ל-K ביחס ל-M. כלומר צ"ל שנקודת חיתוך זו היא L = נקודת השקה בין מעגל החסום מבחוץ עם המשולש (*).

נתבונן בהומוטתיה שמרכזה ב-A שמעבירה מעגל חסום מבחוץ למעגל חסום במשולש. אז ברור ש- L יעבור ל- N=נקודה על המעגל החסום שמנוגדת ל-K, לכן A, L , N נמצאות על ישר אחד. 
אנך אמצעי לצלע BC מהווה קטע אמצעים במשולש KLN. הישר שעובר דרך I מקביל לישר BC גם הוא קטע אמצעים. שניהם חייבים לעבור דרך O לפי נתון, לכן  O– אמצע הצלע LN. 

לכן N, O, L, A נמצאות על ישר אחד ואז אכן AO חותך את BC ב-L. מש"ל.
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(*) הערה. אנו משתמשים בטענה ידועה ש-K ו-L סימטריות יחסית ל-M (אמצע הצלע BC), כאשר K וL הן נקודות השקה של מעגל חסום וחסום מבחוץ עם הצלע BC (ראה ציור). 
בשביל להוכיח את זה צריך להשתמש מספר פעמים בעובדה, ששני משיקים מאותה נקודה שווים. נסמן את כל נקודות ההשקה כמו ציור. 

אז נסמן AP=AQ=x, BK=BQ=y, CK=CP=z ואת ההיקף ב- 2p. אז x+y+z=p. 
LC=CV, LB=BU, לכן AU+AV=AB+AC+VC+UB=

 =AB+AC+LC+LB=AB+AC+BC=2p
אבל AU=AV, לכן AU=AV=p. אבל אז 

BK = y = p – x – z = AV – AP – PC = CV = LV
מש"ל.
