5. מהו המספר הגדול ביותר של משבצות על לוח 9(9 שאפשר לחתוך לאורך שני האלכסונים, כך שהלוח לא יתפרק למספר חתיכות?
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תשובה: 21.
פתרון:

בציור רואים כיצד לחתוך 21 משבצות. 
כעת נוכיח שאי-אפשר לעשות יותר.
הוכחה ראשונה: 

ברור שאי-אפשר לחתוך את המשבצות שנמצאות על הספה. כעת נציין את כל הקדקודים הפנמיים של הלוח [ציור] כל פעם שנחתוך משבצת ע"י צלב כזה, נחבר את 4 הקדקודים שלידו לקבוצה אחת. בהתחלה כל הקדקודים מבודדים ויש 64 קבוצות. אסור לנו לחבר קדקודים מאותה קבוצה, מפני שאז אפשר יהיה לצייר קו סגור לאורך החתך, ולהפריד את החלק של הלוח שמוקף ע"י הקו הזה. לכן מספר הקבוצות יקטן כל פעם ב-3 (כי מחליפים 4  ב-1). בהתחלה יש 64 קבוצות, בסוף – לפחות אחת, לכן אנחנו יכולים להקטין את מספר הקבוצות ב-3 לכל היותר 21 פעם, כי  (64-1)/3=21  מש"ל.

הוכחה שנייה: 

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


נחתוך בהתחלה את כל המשבצות. הלוח יתפרק ל-180 חלקים (36 משולשים ו-144 ריבועים). עכשיו נדביק חלק מהמשבצות שחתכנו בחזרה.בכל פעם אנו מחברים לכל היותר 4 חלקים שונים, וכמות החלקים תקטן כל פעם ב-3 לכל היותר. לכן , כדי שישאר בסוף חלק אחד בלבד, חייבים להדביק 60 משבצות לפחות. (59 לא מספיק, כי 
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) לכן יישארו לכל היותר 21=81-60 משבצות חתוכות.
הוכחה שלישית:                        
ברור שאי-אפשר לחתוך את המשבצות שנמצאות על הספה. את שאר 49 המשבצות נחלק ל-5 קבוצות משבצת מרכזית ו4- מלבנים 3(4 (ראה ציור) אנו נוכיח כי בכל מלבן 3(4 אפשר לחתוך לכל היותר 5 משבצות, ואז יהיה ברור שאי-אפשר לחתוך יותר מאשר 1+5+5+5+5=21 משבצות.

נניח שלמלבן יש 3 שורות ו4- עמודות. אסור לחתוך שני משבצות צמודות, לכן בכל שורה אפשר לחתוך לכל היותר שתי משבצות. לכן אפשר לחתוך לכל היותר 6 משבצות. נניח שהצלחנו לחתוך 6 משבצות. באף שורה  אסור לחתוך את שתי המשבצות הקיצוניות, כי אז בשורה שלידה לא נוכל לחתוך 2 משבצות. לכן בכל שורה אנחנו חייבים לחתוך שתי משבצות ברווח של 1. אז קל לראות שאנחנו חייבים לחתוך או את כל המשבצות השחורות, או את כל המשבצות הלבנות (לפי צביעה של שח). ואז רואים שהלוח מתפרק. לכן לא נוכל לחתוך יותר מ-5 משבצות, מש"ל.

הוכחה רביעית למתקדמים. (בלשון תורת הגרפים).
נניח שחתכנו k משבצות. בגרף שהתקבל  64 + k קודקודים ו 4k צלעות. לפי תכונה ידועה של גרף ללא מעגלים, 4k ( (64 + k) – 1 כלומר k ( 21.
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