7. אלון בחר מספר דו-ספרתי (מ-10 עד 99). צביקה מנסה לנחש אותו, כאשר הוא אומר בכל רם מספרים דו-ספרתיים. אם צביקה אומר את המספר הנכון, או שהוא אומר ספרה מסוימת נכון, ובספרה אחרת טועה ב-1, אז אלון אומר לו "חם". אחרת הוא אומר לו "קר".

למשל אם אלון בחר 65, אז צביקה יקבל תשובה "חם" רק אם יגיד 65, 64, 66, 55, או 75, ועבור כל מספר אחר יקבל תשובה "קר". 

א. הוכח שאין לאלון דרך לגלות מספר בוודאות אחרי 18 ניסיונות.

ב. מצא שיטה שתאפשר לצביקה לנחש את המספר של אלון ב-24 ניסיונות.

ג. האם מספיק 22 ניסיונות?

תשובה (עבור ג'): כן.

פתרון. אפשר להחליף את המשחק במשחק שקול. נצייר טבלא בעלת 9 שורות ו-10 עמודות (שורות מתאימות לספרות העשרות, ועמודות לספרות היחידות). אלון בוחר משבצת, וצביקה מנסה לנחש את המשבצת שנבחרה. כל פעם שצביקה מצביע על משבצת מסוימת, אלון אומר לו "חם" אם זאת המשבצת שהוא בחר או משבצת לידה. (בצורה זאת יותר קל לחשוב על המשחק ולהבין פתרון).

א. נניח שכאשר צביקה שומע "קר" הוא מצייר X במשבצת עליה הוא שאל ועל כל משבצות שלידה. נניח שאלון תמיד אומר לו "קר" – הוא עלול לעשות את זה כל בתנאי שצביקה לא מכסה את כל הלוח בסימני X. אז אם יש עוד 2 משבצות ריקות לפחות, צביקה לא יכול לדעת בוודאות באיזו מהמשבצות הריקות בחר אלון. 

כל פעם שצביקה שואל שאלה, הוא יכול לצייר חמישה Xים לכל היותר, לכן אחרי 18 שאלות הוא יכול לצייר 90 Xים לכל היותר. אבל כל פעם שהוא צייר X במשבצת הפינתית הוא היה חייב לשאול על משבצת פינתית או משבצת שלידה, ואז הוא היה יכול לצייר לכל היותר 4 Xים במקום 5. אם צביקה רוצה לפסול את כל המשבצות חוץ מאחת, אז הוא חייב לפסול לפחות 3 פינות, לכן הוא היה יכול לצייר Xים רק על 87 משבצות ולא על 90, לכן יישארו לפחות 3 אפשרויות.
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ב, ג. נציג שיטה של 22 ניחושים.

בהתחלה, צביקה יתחיל להצביע על המשבצות הממוספרות בטבלא, לפי סדר המספור. אם הוא ישמע "חם" עבור משבצת כלשהי, הוא יפסיק לנחש לפי המספור וימצא משבצת שנבחרה ב-3 ניחושים לכל היותר.

למשל, אם הוא יצביע על 3 משבצות שצמודות למשבצת החמה. אם משבצת החמה היא המשבצת שנבחרה, אז הוא ישמע 3 פעמים "חם", ואם משבצת אחרת נבחרה אז הוא ישמע "חם" רק פעם אחת ורק על המשבצת הזאת, או שהוא לא ישמע "חם" פעם נוספת, אז זו המשבצת החמישית שהוא לא בדק.

בגלל שמציאת משבצת שנבחרה מהרגע שהוא שומע "חם" לוקחת רק 3 ניחושים, אם הוא יקבל "חם" בתוך 17 מספרים הראשונים שהוא בודק, אז הוא ינחש ב-20 מהלכים לכל היותר. אם הוא ישמע "חם" על משבצת 19, 20, או 21 אז יישארו רק שתי משבצות חשודות, כי אחד המשבצות ליד המשבצת "החמה" כבר נבדקה והוכרזה "קרה", לכן גם היא וגם משבצת "חמה" פסולות, ונשארות שתי משבצות חשודות בלבד, ובשאלה נוספת (כאשר מצביעים על אחת המשבצות החשודות) צביקה יבדוק, איזו משבצת נבחרה.

אם אחרי 21 משבצות הוא ישמע תמיד "קר" יישארו לו רק 2 משבצות חשודות (בשורה ראשונה, באלכסון למשבצת 1), וכאשר הוא ישאל בקשר לאחת מהן הוא ידע אם זאת המשבצת שנבחרה או שזו המשבצת השנייה.
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שיפור עבור א': נוכיח שגם 19 ניחושים לא מספיק. נניח שצביקה שאל בקשר ל-19 משבצות ואלון תמיד אמר לו "קר". כמו קודם, נניח שצביקה תמיד מסמן X על המשבצת עליה הוא שאל ועל כל המשבצות שלידה. נניח שיש לא יותר משני משבצות שצביקה לא סימן עליהן X ונגיע לסתירה. אכן, נסתכל על 8 משבצות : 4 פינתיות ואחת באמצע של כל צלע (ראה ציור). על 7 מהמשבצות האלה אפשר להגיד שיש עליהן ועל שכנותיהן X. 
עבור כל פינה שיש עליה X בה או לידה יש משבצת שצביקה שאל עליה, וכאשר הוא עשה זאת הוא סימן רק 4 Xים. 

על כל משבצת שסומנה באמצע גם אפשר להגיד שעליה או על משבצת לידה צביקה שאל. אם זו הייתה משבצת על הגבול אז יש משבצת נוספת שצביקה שאל עליה ואז סימן רק 4 Xים. נניח שהוא שאל על משבצת פנימית שנמצאת לידה. נסתכל על משבצת נוספת על הגבול שנמצאת ליד המשבצת שמסומנת ב-O. צביקה שאל או עליה, או על משבצת אחרת שלידה, או על משבצת שלידה אבל לא על הגבול. אם הוא שאל עליה או על משבצת גבול אחרת לידה, אז שוב יש משבצת על הגבול שהוא שאל עליה. במקרה השלישי צביקה שאל על שני משבצות צמודות שנמצאות במרחק של משבצת מהגבול, בפעם ראשונה הוא אולי סימן 5 Xים, אבל בפעם השנייה רק 3 Xים. 

בכל מקרה, עבור כל משבצת באמצע הצלע שמסומנת ב-O, יש במרחק של לא יותר מ-2 ממנה משבצת שכאשר צביקה שאל עליה הוא סימן לכל היותר 4 משבצות. לכן אחרי 7 שאלות צביקה סימן רק 4 Xים, וגם אם אחרי 12 שאלות אחרות הו סימן 5 Xים, סה"כ הוא סימן לכל היותר 12·5+7·4 = 60 + 28 = 88 Xים, לכן יש עוד שתי משבצות שלא נבדקו.
