5. בתחרות שחמט כל שניים שיחקו משחק אחד. לכל  שחקן מחשבים את כמות הנקודות שהוא צבר (נקודה אחת עבור ניצחון, ½ נקודה עבור תיקו, 0 נקודות עבור הפסד). 

א. האם יתכן שעבור כל שחקן סכום הנקודות של השחקנים שאותם הוא ניצח גדול מסכום הנקודות של השחקנים שניצחו אותו?

ב. האם יתכן שעבור כל שחקן סכום הנקודות של השחקנים שאותם הוא ניצח קטן מסכום הנקודות של השחקנים שניצחו אותו?
תשובה. א. לא. ב. לא.

פתרון. את סכום הנקודות של שחקן מספר K נסמן SK. נסמן גם
כאשר שחקן K ניצח שחקן M        1 
כאשר שחקנים K,M עשו תיקו r(K,M) =      0      

כאשר שחקן K הפסיד ל- M        1– 
עבור שחקן K נסמן  FK= סכום הנקודות של שחקנים שהוא ניצח פחות סכום הנקודות של אלה שניצחו אותו.
השאלות ששאלו בסעיפים א', ב' הם : "האם יתכן שכל FK חיוביים ממש" , "האם יתכן שכל FK שליליים ממש". אנחנו נוכיח נוסחא מעניינת:
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היות ומספרים FK כולם אי-שליליים, ויש בינם מספרים חיוביים ממש (יותר מדויק להגיד שכולם חוץ מאולי מספר אחד חיוביים ממש, אבל זה לא חשוב), לא יתכן שכל SK יהיו חיוביים ולא יכול שכולם שליליים. לכן הנוסחא נותנת תשובה לשני הסעיפים, ונשאר להוכיח אותה.

לפי הגדרתם, 
[image: image2.wmf]KM

MK

Sr(K,M)F

¹

=

å

. לכן את הנוסחא מקבלת צורה:
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כל מכפלה FKFM מופיע בסכום זה פעמיים, פעם אחד עם מקדם r(K,M) ופעם שנייה אם מקדם r(M,K), אבל לפי הגדרתם r(K,M) + r(M,K) = 0. 

לכן ברור שסכום כולו אפס. מש"ל.
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