6. באביב של 2000 במדינה מסוימת השתתפו N תלמידי כיתות י"א – י"ב בתחרות הערים. כל שאלה נפתרה על ידי בדיוק 1000 תלמידים, אבל לא היו שני תלמידים שפתרו ביחד את הכל. מהו הערך הקטן ביותר האפשרי עבור N? 
(יש לתת תשובה, להוכיח שעבור המספר שציינתם התנאים יכולים להתקיים, ולהוכיח שעבור מספר קטן יותר של משתתפים תנאי השאלה לא יתקיימו).
תשובה. 2000

פתרון. נתחיל בדוגמה. 

נניח שיש תלמיד שפתר שאלות 1, 2, 3, תלמיד שפתר שאלות 1, 5, 6, תלמיד שפתר שאלות 2, 4, 6 ותלמיד שפתר שאלות 3,4,5. קל לראות שאז כל שאלה נפתרה ע"י 2 תלמידים, ושלכל שני תלמידים יש שאלה משותפת, לכן שניהם לא פתרו את הכל ביחד. עכשיו נניח שיש 499 תלמידים עבור כל אחד מהתלמידים האלה שהעתיקו ממנו. אז עדיין אין שניים שפתרו ביחד הכל (הרי לא התווספו עבודות מקוריות). מצד שני, כל הכמויות הוכפלו ב-500, לכן יש 2000 תלמידים וכל שאלה פתרו 1000.

נניח שאפשר לעשות פחות תלמידים. יש בדיוק 6000 זוגות של "שאלה – תלמיד שפתר אותה", לכן אם יש פחות מ-2000 תלמידים, אז בממוצע תלמיד פתר מעל 3 שאלות, לכן יש תלמיד שפתר לפחות 4 שאלות. התלמיד הזה לא יכול לפתור 6 או 5 שאלות, כי גם אם הוא פתר רק 5 שאלות הוא ביחד עם תלמיד אחר שפתר את השאלה האחרונה פתרו את הכל. לכן יש תלמיד שפתר בדיוק 4 שאלות.
כל אחת משתי השאלות שהוא לא פתר נפתרה ע"י 1000 אנשים, וזה אף פעם לא אותם אנשים, כי אם יש אחד שפתר את שני השאלות שהתלמיד שלנו לא פתר, אז הם ביחד פתרו את הכל. לכן עבור כל אחת משני השאלות יש 1000 פותרים נוספים, ביחד אם התלמיד שפתר 4 שאלות יוצא 2001 תלמידים לפחות.
