4. מתבוננים בלוח 8×8 שמשבצותיה עדיין לא צבועים. בכמה דרכים ניתן לצבוע את הלוח בשחור ולבן כך שיהיו בדיוק 31 משבצות שחורות, ולאף שני משבצות שחורות לא תהיה צלע משותפת? (ציין את כמות הצביעות והוכח שכל הצביעות נלקחו בחשבון, שני שיטות צביעה  נחשבות שונות אם יש משבצת מסוימת שהיא לבנה באחת השיטות ושחורה בשיטה האחרת)

תשובה. 68.

פתרון. אפשר לצבוע צביעת שחמט ולהפוך כל משבצת מבין 32 משבצות שחורות ללבן, זה נותן 32 צביות תקניות. אפשר גם לקחת צביעת שחמט הפוכה (כאשר המשבצות האי-זוגיות שחורות) ולצבוע משבצת בלבן, זה נותן עוד 32 צביות, סה"כ עד עכשיו 64 צביות תקניות. 

נשאר לספור את הצביעות שהוספת משבצת שחורה לא תהפוך אותם לצביעת שחמט או צביעת שחמט הפוכה.

נחלק את הלוח ל-16 ריבועים בגודל 2×2. בכל ריבוע יכולות להיות 2 משבצות שחורות או פחות. לכן יש בדיוק ריבוע אחד שיש בו פחות משני משבצות שחורות, ובו יש משבצת שחורה אחת, אחרת יהיו פחות מ-31 משבצות שחורות.

ב-15 ריבועים שבהם יש 2 משבצות שחורות יש או צביעת שחמט [image: image1.png]


 או צביעת שחמט הפוכה [image: image2.png]


. בשני ריבועים צמודים חייבת להיות אותה צביעה, כי אחרת יש שני משבצות שחורות צמודות. היות שאפשר לעבור על כל 15 הריבועים בלי לעבור בריבוע שמכיל רק משבצת שחורה 1, אז כל 15 ריבועים צבועים באותה צורה.

כמובן, מותר לצבוע את ריבוע ה-16 בצורה שאפשר להשלים אותה לצביעת שחמט או צביעת שחמת הפוכה של כל הלוח, אבל אפשרויות האלה כבר נספרו. לכן צריך לבדוק, האם אפשר לצבוע בריבוע ה-16 משבצת שהמשבצות המתאימות בה בריבועים אחרים לא נצבעו. כמובן, אם המשבצת שאנחנו צובעים צמודה לאחד הריבועים האחרים, יוצר מצב של שני משבצות שחורות צמודות. לכן המשבצת של הריבוע ה-16 שאנחנו צובעים חייבת להיות משבצת פינתית של הלוח, וחוץ מאשר בריבוע 2×2 שמכיל אותה צריכים לצבוע את כל המשבצות של זוגיות הפוכה. זו צביעה שמקיימת את כל התנאים, ויש 4 כאלה כי יש 4 פינות ללוח, ואין צביות נוספות. 

סה"כ 64 + 4 צביעות. 

