6. בתחרות שחמט כל שחקן משחק אם כל שחקן אחר פעם אחד בדיוק. במקרה של ניצחון הוא מקבל נקודה, המקרה של תיקו חצי נקודה, במקרה של הפסד 0. המשחק נקרא משחק לא נכון אם זה שניצח במשחק צבר בסוף פחות נקודות מהיריב. 

א. הוכח שמשחקים לא נכונים מהווים פחות מאשר 3/4 מהכמות הכוללת של משחקים.

ב. הוכח שבסעיף הקודם לא ניתן להחליף מספר ¾ במספר קטן יותר.
פתרון. א. סה"כ יש N2 או 1+N2 שחקנים. נסדר את השחקנים לפי הניקוד בסוף (אם יש אותה כמות נקודות לשני שחקנים, מסדרים אותם לפי אלף-בת).

ל-N שחקנים ראשונים ברשימה נקרא שחקנים טובים, ול-N שחקנים אחרונים ברשימה נקרא שחקנים גרועים. אם יש מספר אי-זוגי של שחקנים, אז לשחקן שנמצא באמצע הרשימה נקרא שחקן בינוני.

נסתכל על משחקים בין שחקנים מאותו סוג, כלומר בין שני שחקנים גרועים או בין שני שחקנים טובים, נקרא להם משחקים פנימיים. קל לראות שיש N(N – 1) משחקים כאלה, בזמן שיש 2N משחקים בין שחקנים טובים לגרועים, לכן כמות של משחקים פנימיים קטנה ממחצית כמות המשחקים הכוללת. סה"כ גם שחקנים טובים וגם שחקנים גרועים יצברו בממוצע (N – 1)/2 נקודות במשחקים פנימיים (כי בסה"כ גם הטובים וגם הגרועים יצברו N(N – 1)/2 נקודות במשחקים אלה), אבל בסוף השחקנים הטובים יצברו יותר נקודות.

לכן במשחקים האחרים השחקנים הטובים צריכים לצבור יותר נקודות. אם אין את השחקן הבינוני, יוצא מכאן ישירות שכמות המשחקים הלא נכונים הם מיעוט מבין המשחקים הלא פנימיים, לכן כמות המשחקים הנכונים גדול מאשר ½ מהמשחקים הלא פנימיים שהם יותר מאשר ½ מבין כל במשחקים לכן יש מעל ¼  משחקים נכונים ופחות מ- ¾ משחקים לא נכונים.

אם יש שחקן בינוני, אז יש בסה"כ N(2N + 1) משחקים וצריך להוכיח שמתוכם מעל N2/2 + N/4  הם משחקים נכונים. נניח להפך, שכמות המשחקים הנכונים אינה עולה על N2/2 + N/4. אז מבין N(N+1) המשחקים הלא פנימיים ששיחקו השחקנים הטובים נגד שחקנים אחרים הם הפסידו את רוב המשחקים, (כי רובם היו משחקים לא נכונים) לכן בממוצע השחקנים הטובים צברו פחות מחצי נקודות אפשריות.

באופן דומה מקבלים שבממוצע שחקנים גרועים צברו יותר מחצי נקודות אפשריות. לכן בממוצע שחקן גרוע צבר יותר מאשר שחקן טוב, וזה לא יתכן.

ב. נניח שיש לנו 1+K2 קבוצות של אנשים, N אנשים בכל קבוצה, ובתוך כל קבוצה כל משחק נגמר בתיקו. עוברו כל J שאינו עולה על K, נניח שחברי קבוצה J הפסידו לחברי הקבוצות J + K , ... , 2 + J , 1 + J ונצחו כל חברי הקבוצות האחרות. עבור כל J שגדול מ-K, נניח כי כל חברי קבוצה J נצחו את כל השחקנים מהקבוצות J – 1 , J – 2 , … , J – K והפסידו לכל השחקנים בקבוצות האחרות.

במצב כזה כל שחקן הפסיד KN משחקים וניצח KN משחקים, לכן לכולם יש אותו ניקוד.

נשנה את המצב הזה בקצת. נניח שבקבוצה K + 1 כאשר הם נפגשו אם חברי קבוצה K + 1 – J בדיוק J משחקים של כל שחקן הסתיימו בתיקו ולא בניצחון, עבור כל J מ-1 עד K.

כמוכן, נניח שמפגשים בין קבוצה K + 1 לבין קבוצה K + 1 + J בדיוק J משחקים של כל שחקן הסתיימו בתיקו ולא בהפסד, עבור כל J מ-1 עד K. לא קשה לארגן את זה אם N ≥ 2K.
במצב הזה אנשי קבוצה ראשונה יקבלו הכי הרבה נקודות, במקום השני יהיו חברי במקום השני, חברי קבוצה שלישית במקום השלישי, ... , חברי קבוצה אחרונה במקום האחרון מבחינת הניקוד. נחשב את כמות המשחקים הלא נכונים.
כל המשחקים שחברי הקבוצה הראשונה הפסידו הם לא נכונים.

נניח כי 1 ≤ M < M + J ≤ 2K+1 וגם J ≤ K וגם M ≠ K+1 ≠ M+J. 

אז המשחק בין שחקן בקבוצה M לבין שחקן בקבוצה M+J הסתיים בניצחון של השחקן השני, למרות שהוא צבר פחות נקודות. לכן זה משחק לא נכון.

נספור, כמה דרכים יש לבחור מספרים M , M+J שמקיימים את התנאים האלה. אם בוחרים M מ-1 עד K אז אפשר לבחור כל J מ-1 עד K חוץ מהמקרה שבו M+J = K+1, כלומר יש 1 – K ערכים אפשריים של J לכל M.

אם בוחרים M גדול מ-1+K, אז אפשר לבחור J חיובי שעבורו M+J < 2K+1, לכן עבור M = 2+K יש 1–K ערכים, עבור M = K+3 יש 2–K ערכים, וכך הלאה, עבור M = K2 יש ערך 1. 

סה"כ כמות של זוגות מספרים M , M+J שמקיימים את התנאים שווה ל
K×(K – 1) + (K–1) + (K–2) + (K–3) + … + 1 = 3K(K – 1)/2 
על כל זוג כזה של קבוצות יש 2N בחירות של זוג אנשים ששיחקו משחק לא נכון, לכן בסה"כ יש לפחו 3K(K – 1)N2/2 משחקים לא נכונים.
בסה"כ יש N(2K+1) אנשים ששיחקו N(2K+1)( N(2K+1) – 1)/2 משחקים. 

לכן החלק היחסי של משחקים הלא נכונים בדוגמתנו עבור K, N גדולים (כאשר יחסים בין K , 1–K , K+1/2 ועוד דברים דומים שווים בערך ל-1) שווה בערך ל- ¾ לפחות (כי לא ספרנו את כל המשחקים הלא-טובים).
