7. הוכח שלכל פאון בעל N10 פאות יש N פאות בעלות אותו מספר של צלעות.
פתרון. נניח שעבור כל K יש לכל היותר 1 – N פאות של K צלעות: לכל היותר יש 1 – N משולשים, לכל היותר 1 – N מרובעים, לכל היותר 1 – N מחומשים, ... .

נרשום על דף כמות צלעות של כל פאה, ונמיין את המספרים האלה בסדר עולה.

אז 1 – N מספרים ראשונים לפחות 3, 1 – N מספרים הבאים לפחות 4, 1 – N מספרים הבאים לפיות 5, . . . , 1 – N מספרים לפני הסוף לפחות 12, ו-10 מספרים אחרונים הם לפחות 13. 

סכום של כל המספרים שרשומים על דף הוא לפחות:

(N – 1)(3 + 4 + 5 +...+ 12) + 10×13 = (N – 1)×15×5 + 130 = 75N + 55 

בסכום זה, כל מקצוע נספר פעמיים, כי הוא שייך לשתי פאות, לכן אם E כמות המקצועות אז 2E ≥ 75N + 55.

נניח כי V כמות הקודקודים. נחשוב על כמות הזוגות (מקצוע, קודקוד שלו). 

מצד אחד זה E2 כי לכל מקצוע שני קצוות, מצד שני זה לפחות V3 כי בכל קודקוד נפגשים לפחות 3 מקצועות. מסקנה: 3V ≤ 2E , במילים אחרות V ≤ 2E/3.
כעת נרשום את נוסחת אוילר עבור הפאון שלנו:

2 = 10N – E + V ≤ 10N – E + 2E/3 = 10N – E/3 

6 ≤ 30N – E

E ≤ 30N – 6

75N +55 ≤ 2E ≤ 60N – 12

15N + 67 ≤ 0

קיבלנו סתירה.
