4. נקודות K, L על צלעות AC, BC של משולש ABC הן נקודות ההשקה בין מעגלים חסומים מבחוץ לצלעות המשולש. 

הוכח שישר שמחבר את אמצעי הקטעים KL, AB
1. מחלק את ההיקף של משולש ABC לשני חלקים שווים.
2. מקביל לחוצה הזווית של זווית ACB.
פתרון. יהיה M האמצע של AB. אנחנו ניקח ישר שעובר דרך M במקביל לחוצה זווית של C, ונוכיח כי הוא חוצה את ההיקף של ABC ואת KL.

מזה יתקבל שזה בעצם הישר ששאלו עליו ושהוא מקיים את שני התכונות.

אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שנקודות M, A נמצאות באותו צד של חוצה הזווית של C. לכן הישר דרך M שמקביל לחוצה הזווית של C חותך את AC בנקודה פנימית, נקרא לה N. 
נטיל את כל המישור על קו ישר שמאונך לחוצה זווית של C (כלומר, דרך כל נקודה נעביר אנך לישר זה וניקח נקודת חיתוך אם הישר).

נקודות  A, B יעברו לנקודות A’, B’, נקודה M שהיא אמצע AB תעבור ל-M’ שהיא אמצע של A’B’, נקודה N תעבור גם ל- M’, נקודה C וחוצה הזווית שיוצא ממנה יעברו לנקודה C’.

ההטלה מקטינה את כל הקטעים: היא מכפילה אותם במקדם, שתלוי בשיפוע של ישרים יחסית לישר שעליו מטילים.

לכן A’B’ = k·AB , A’M’ = k·AM , M’B’ = k·MB , כאשר k מספר מסוים.
מאותה סיבה A’M’ = q·AN , M’C’ = q·NC , B’C’ = q·BC , כאשר q מספר מסוים, כי שני הצלעות AC, BC יוצרות את אותה  הזוויות עם חוצה הזווית של C ולכן גם אם הישר שמאונך לו.
הישר MN מחלק את ההיקף לשני חלקים: אחד MA+AN והשני NC+CB+NM, ורוצים להוכיח שהם שווים. אבל M’ חוצה A’B’ ולכן 
MA+AN = М'А'/k + A’M’/q = M’A’(1/k + 1/q) =

= M’B’(1/k + 1/q) = MB + M’B’/q = MB + (M’C’ + C’B’)/q = MB+NC+CB 
וזה מה שרצינו. 

נשאר להוכיח כי הישר MN חוצה גם את KL. בשביל זה צריך להיזכר בתכונות של מעגל חסום מבחוץ. נניח כי K על AC, L על BC.

יהי p חצי ההיקף של משולש ABC. אנחנו נוכיח כי AK = p – AB = BL.

היות וזה סימטרי, מספיק להוכיח כי AK = p – AB. מעגל חסום מבחוץ, שמשיק לצלע AC ב-K, לפי הגדרתו, משיק גם להמשך צלע AB נקודה שנסמן אותה T, ומשיק להמשך הצלע BC בנקודה שנסמן אותה S. היות ושני משיקים למעגל מאותה נקודה שווים, אז AK = AT , CK = CS ,  BT = BS.

2p = AB+BC+AC = AB+BC+AK+CK = AB+BC+AT+CS =

= (BA+AT) + (BC+CS) = BT + BS = 2BT

p = BT

AK = AT = BT – AP = p – AB 
זה מה שרצינו, AK = p – AB , באופן גומה BL שווה לאותו הדבר.
תהי W נקודת חיתוך של MN ו-KL. צריך להוכיח כי W חוצה את הקטע KL.

נזכר בהטלה שדיברנו עליה בתחילת הפתרון. היא מעבירה את M, N, W לנקודה M’, ומעבירה את K, L לנקודות L’ ,K’ בהתאמה. 

מספיק להוכיח כי M’ חוצה את K’L’. אבל AK, BL שייכות לצלעות, לכן 

A’K’ = q·AK = q·BL = B’L’
לכן נקודות K’,L’ נמצאות במרחק שווה מקצוות מנוגדות של קטע A’B’ לכן, היות והן בתוך הקטע, אז הן סימטריות יחסית למרכז הקטע M’ לכן בעצם M’ הוא האמצע של K’L’ מש"ל.
