6. צריח, שעושה מהלכים למשבצת סמוכה במאונך או במאוזן, ב-64 מהלכים עבר על כל המשבצות של לוח שח 8×8 וחזר למשבצת התחלתית. 

הוכח שכמות המהלכים האופקיים שונה מכמות המהלכים האנכיים.

פתרון. קודם כל נוכיח שכל קו אופקי בלוח נחתך אותו מספר פעמים ע"י מהלכי צריח בשורות הזוגיות ובשורות האי-זוגיות. 

אכן, נסתכל על קטעי מסלול שנמצאים בצד השמאלי של הלוח יחסית לקו אופקי נתון. הם מתחלקים ל-3 סוגים:
1. קטעים שמתחילים ומסתיימים במשבצת שחורה
2. קטעים שמתחילים ומסתיימים במשבצות בצבעים שונים
3. קטעים שמתחילים ומסתיימים במשבצת לבנה
סה"כ בקטעים מסוג ב' יש אותה כמות של משבצות שחורות ולבנות, בקטעים מסוג א' כמות של משבצות לבנות גדולה ב-1, ובקטעים מסוג ב' כמות של משבצות שחורות גדולה ב-1. סה"כ כמות המשבצות השחורות בצד השמאלי של הלוח זהה לכמות המשבצות הלבנות, לכן כמות המסלולים מסוג א' שווה לכמות המסלולים מסוג ג'. 

כל משבצת בתחילה או בסוף של קטע מסלול כזה מתאימה למהלך אופקי של צריח שחוצה את הקו האופקי הנתון. מהלכים בשורות הזוגיות מתאימים למשבצות קצה שצבע אחד, ומהלכים בשורות הזוגיות מתאימות למשבצות קצה בצבע אחר, אבל היות ויש אותה כמות של מסלולים מסוג א' ומסוג ג', אז יש אותה כמות של משבצות קצה בכל צבע, לכן יש אותה כמות של מהלכים אופקיים שחוצים את הקו הנתון בשורות הזוגיות והאי-זוגיות.

נניח שאורך הצלע של משבצת היא 1, ונכניס מערכת צירים, כך מרכזי המשבצות יהיו נקודות שלמות. נניח שהצריח תמיד נע על קווים ישרים בין נקודות שלמות. מסלול של צריח הוא מצולע, שעל הגבול שלו 64 נקודות שלמות ובתוכו אין נקודות שלמות. לכן השטח של המצולע, לפי נוסחת פיק, שווה 31.

(אחרי הפתרון יש תזכורת על נוסחת פיק.)

אפשר לחשב את השטח גם בדרך אחרת. אם נחתוך את המצולע ע"י קווים שלמים אנכיים, אז המצולע יתפצל למלבנים בעובי 1, שהגבולות שלהם מלמעלה ומלמטה הן המהלכים האופקיים של הצריח. שטח שווה לסכום עם סימנים של גבהים של מהלכים האופקיים של הצריח. לכן כאשר מסתכלים על כל זה מודולו 2, בהתחשב שהשטח של הצורה הוא אי-זוגי, יוצא שיש מספר אי-זוגו של מהלכי צריח אופקיים בשורות האי-זוגיות.
אבל הוכחנו בהתחלה שיש את אותו המספר של מהלכי צריח אופקיים בשורות הזוגיות. לכן המספר הכולל של מהלכי צריח הוא פי 2 גדול ממספר אי-זוגי, כלומר מספר מסוג 2+K4. לכן זה לא 32. מש"ל.

תזכורת. נוסחת פיק אומרת, שאם יש מצולע בעל קודקודים שלמים, שיש לו N נקודות שלנו פנימיות ועוד B נקודות שלמות על הגבול (כולל קודקודיו) אז שטחו שווה N + B/2 – 1.

אפשר להוכיח את נוסחת פיק באמצעות אינדוקציה. אם מחלקים את המצולע ע"י אלכסון לשני מצולעים קטנים יותר, שעבורם כבר הוכחנו, וצריך לבדוק שסכום של ביטויי פיק, N + B/2 – 1 , עבור מצולעים הקטנים שווה לאותו הביטוי עבור המצולע הגדול. 

בסיס האינדוקציה, שטח של משולש בעל קודקודים שלמים שלא מכיל נקודות שלמות נוספות, נשאר בתור תרגיל עם כוכבית עבור אותם הקוראים שלא הכירו את נוסחת פיק מראש.

