5. עבור כל מספר שלם אי-שלילי K נגדיר (K)M כך: נרשום K ברישום בינארי, ואם כמות האחדים ברישום זוגי, אז 0 = (K)M, אחרת 1 = (K)M.

האיברים הראשונים של הסדרה:  0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, … .

א. ניקח סדרה סופית M(0), M(1), M(2), … , M(1000).

הוכח, שכמות איברי הסדרה ששווים לשכן שלהם מימין, היא לפחות 320.

ב. ניקח סדרה סופית M(0), M(1), … , M(1000000).

הוכח, שכמות איברי הסדרה כאלה ש M(K) = M(K+7) , היא לפחות 450000.

פתרון. א. אם מספר מסתיים ב-01 ברישום בינארי, אז המספר הבא מסתיים ברישום הבינארי ב-10, ויש להם אותה כמות של אחדים. יש 250 מספרים כאלה.

אם המספר מספר מסתיים ב-0111, אז מספר הבא מסתיים ב-1000 וכמות האחדים שלו קטנה ב-1. מתוך 16 מספרים רצופים יש אחד כזה, לכן יש 62 או 63 מספרים כאלה.

אם המספר מספר מסתיים ב-011111, אז מספר הבא מסתיים ב-100000 וכמות האחדים שלו קטנה ב-1. מתוך 64 מספרים רצופים יש אחד כזה, לכן יש לפחות 15 מספרים כאלה עד 1000.

סה"כ מצאנו מעל 250+60+15 = 325 מספרים כאלה.

ב. נרשום כל מספר בבסיס בינארי, ונפצל את הרישום שלו לשני חלקים: סיומת באורך של 3 ספרות וקידומת. 

קידומת יכולה להיות כל שקטן מאשר 1000000 / 8 = 125000. 
אם המספר K מסתיים ב-000 אז כאשר מוסיפים 111 בינארי הקידומת לא משתנה והסיומת משנה את הזוגיות של כמות האחדים, לכן מספרים כאלה לא מתאימים.

כאשר מוסיפים 111 למספר שמסתיים ב-010 או 101 אז קודם כל הזוגיות של הסיומת לא משתנה ואחר-כך צריכים להוסיף 1 לקידומת, שזה יכול להפוך את הזוגיות או לא. 
כאשר מוסיפים 111 למספר שמסתיים ב-001 או 011 או 100 או 101 או 111 (שזה כל האפשרויות שנשארו) אז קודם כל הזוגיות של הסיומת משתנה ואחר-כך בעצם צריכים להוסיף 1 לקידומת, שזה יכול להפוך את הזוגיות או לא. 

נניח שבין 125000 מספרים יש בדיוק N מספרים כאלה ש- M(K) ≠ M(K+1), ואז יש N  – 125000 מספרים כאלה ש- M(K) = M(K+1).
אז מתוך 8 סיומות ומתוך 125000 קידומות אפשריות, מתאימים לנו שילובים של 5 סיומות שמשנות זוגיות אם N סיומות שמשנות זוגיות, וגם שילובים של 2 סיומות ששומרות על  זוגיות ביחד עם N  – 125000 קידומות ששומרות זוגיות.

סה"כ 5N + 2(125000 – N) = 250000+3N מספרים.
אנחנו צריכים להראות שזה עולה על 450000, כלומר 

250000+3N ≥ 450000

 3N ≥ 200000

כלומר מספיק להוכיח כי N הוא לפחות 66667, כאשר N הוא המספר של מספרים K עד 125000, כאלה ש- M(K) ≠ M(K+1).
אם מספר מסתיים ב-0 ברישום בינארי, אז המספר הבא מסתיים ברישום הבינארי ב-1, ויש להם M שונה. יש 62500 מספרים כאלה.

אם המספר מספר מסתיים ב-011, אז מספר הבא מסתיים ב-100 ויש להם M שונה. מספרים כאלה יש 15625.
כבר משני הסוגים האלה יש מעל 67000 מספרים, מש"ל.

