3. מצא את כל זוגות השלמים (x,y), 

שעבורם גם x3+y וגם y3+x מתחלקים ב- x2+y2.
תשובה. (±1,0) , (0,±1) , (±1 ,±1)

פתרון. x3 + y2x = (x2 + y2)x תמיד מתחלק ב- x2+y2, לכן x3+y מתחלק ב-x2+y2 אם ורק אם הפרש שלהם,  (xy – 1)y = y2x – yמתחלק ב-x2+y2 .
באופן דומה, את התנאי השני אפשר לנסח כך: (xy – 1)x מתחלק ב-x2+y2 .
נניח כי d, המחלק הטבעי המשותף הגדול ביותר של מספרים x,y ,גדול מ-1.

אז x2+y2 מתחלק ב-d2 , אבל xy – 1 זר ל-d. לכן, מפני ש-(xy – 1)x מתחלק ב-d2, אז גם x מתחלק ב-d2, ומאותם סיבות גם y מתחלק ב-d2, אבל זה לא יתכן, כי d הוא המחלק המשותף הגדול ביותר שלהם. לכן x,y זרים.

לכן אין אף מחלק ראשוני משותף ל-x, x2+y2, כי אם היה אז הוא היה גם מחלק של y. כלומר x, x2+y2 זרים, ובאופן דומה גם y, x2+y2 זרים.
לכן שני התנאים שקולים לתנאי פשוט יותר: xy – 1 מתחלק ב-x2+y2 .
נבדוק בנפרד מקרה: xy – 1 = 0. במקרה זה הכל מתקיים, כי 0 מתחלק בכל דבר, וזה נותן שני פתרונות: (1,1) , (1–,1–).

נבדוק בנפרד גם מקרה של x = 0. אז 1– מתחלק ב- y2, זאת אומר y = ±1.
כך מקבלים עוד שני פתרונות (±1,0), וזוג סימטרי: (0,±1).
נשאר לבדוק מקרה x , y , xy – 1 ≠ 0. נניח כי 0 < |x| ≤ |y|. אז

0 < |xy – 1| ≤ |xy| + 1 ≤ x2 + y2  
לכן המצב היחיד שבו עלולה להיות חלוקה זה כאשר אי-שוויונים הופכים לשוויונים והיחס הוא 1. כלומר 1 = y2 , |xy| = x2 , |xy – 1| = |xy| + 1.
ז. א. ±1 = y , |y| = |x| ,  xyשלילי. במילים אחרות x,y שונים בסימן ושווים בערך המוחלט. זה נותן עוד שני אפשרויות: (1–,1) , (1,1–).
כמובן, אם היינו מניחים |x| ≥ |y| היינו מקבלים אותו דבר. 

לכן אין אפשרויות נוספות.

