6. נתונה פונקציה f(x) = (x2 + ax + b)/(x2 + cx + d) , כאשר 
לטרינומים x2 + ax + b , x2 + cx + d אין שורשים משותפים. 

הוכח ששני הטענות הבאות שקולות:

א. יש קטע בציר המספרים שלא מכיל ערכי פונקציה.

ב. f(x) ניתנת להצגה בתור f(x)=f1(f2(...fn-1(fn(x))...)), 
כאשר כל fi(x) היא פונקציה מסוג kix+bi או  x-1או  x2.

פתרון. ב' גורר את א':
נקרא לפונקציה שמקיימת את תנאי א' פונקציה מסוג א'.

ברור כי הרכבה אם פונקציה kix+bi  או x-1 מעבירה פונקציה מסוג א' לפונקציה מסוג א'. פונקציה x2 (כי אין לה ערכים שליליים) היא באמצה מסוג א' ולכן אם בביטוי f1(f2(...fn-1(fn(x))...)) נמצא x2 , אז ההרכבה הכוללת היא גם מסוג א'.

אבל לא קשה לראות כי x2 חייבת להיות שם, אחרת, אם משתמשים רק בפונקציות kix+bi או  x-1 נקבל רק ביטויים מסוג 
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. אכן, x-1 מעביר ביטוי כזה לביטוי מאותו סוג, וגם kx+b מעביר אותו ל- 
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 וזה שוב ביטוי מאותו סוג, לכן אי-אפשר להרכיב פונקציה שרוצים בלי x2.
א' גורר את ב':
אפשר להפעיל העתקה ליניארית על הפונקציה, ky+b , כך שקטע של ערכים שלא מתקבלים יכיל את 0 בתור נקודה פנימית. זה לא ישפיע על היכולת להציג פונקציה בתור הרכבה של פונקציות מסוגים נתונים. אז לטרינום של המונה לא יהיו שורשים ממשיים.
כעת אפשר להעלות את הפונקציה בחזקה 1-. זה שוב לא ישפיע על יכולתנו להציג אותה בתור הרכבה, וכעת למחנה אין שורשים ממשיים. חוץ מזה, היות וקודם הפונקציה לא הייתה מגיעה לסביבה של 0, כעת הפונקציה חסומה ורציפה על כל הישר. אם (x2 + ax + b)/(x2 + cx + d) מקבל רק ערך אחד, אז זו פונקציה קבועה וקל מאוד לקבל אותה, לכן נניח שזה לא המצב. 

לכן, היות ופונקציה חסומה ורציפה, הערכים האפשריים שלה נותנים קטע, שהוא יכול להיות סגור, פתוח או חצי פתוח. כלומר קיימים שני מספרים m < M כך שהפונקציה מקבלת את כל הערכים ב-(m,M) ולא מקבלת ערכים מחוץ ל-[m,M]. 
אם ניקח ערך y כלשהו, אז משוואה (x2 + ax + b)/(x2 + cx + d) = y שקולה למשוואה ריבועית על х :

y(x2 + cx + d) = (x2 + ax + b)
(y – 1)·x2 + (cy – a)·x + (dy – b) = 0
אנו יודעים שהדיסקרימיננטה של משוואה זו שלילית מחוץ ל-[m,M] ולא שלילית בתוך (m,M), לכן היא 0 על קצוות הקטע. לכן אם מציבים y=m נקבל טרינום  מסוג p(x+s)2 ואם מציבים y = M גם מקבלים טרינום מסוג q(x+t)2.
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כעת נקבל את (x2 + ax + b)/(x2 + cx + d) = f(x) בתור הרכבה של פונקציות.

נסמן 
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נחלק באגף השמאלי מונה ומכנה ב- (x2 + cx + d).
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ובכן, 
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 כלומר הרכבה של פונקציה ליניארית, x-1, ועוד פונקציה ליניארית של g, כאשר 
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כלומר הרכבה של פונקציה x2, פונקציה לינארית, x-1, ועוד פונקציה לינארית.
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