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3. בטבלא רשומים 9 מספרים (ראה טבלא משמאל).

ידוע ששישה מספרים – סכומים בשורות ובעמודות – שווים זה לזה: 

a1+a2+a3=b1+b2+b3=c1+c2+c3=a1+b1+c1=a2+b2+c2=a3+b3+c3 .

הוכח שסכום המכפלות בשורות של טבלא שווה לסכום המכפלות בעמודות: a1b1c1+a2b2c2+a3b3c3 = a1a2a3+b1b2b3+c1c2c3 .

פתרון ראשון. נתחיל ממקרה פרטי: c3 = 0. נסמן K סכום בכל שורה ובכל עמודה. אזי

K = K + K – K = (a1+a2+a3) + (b1+b2+b3) – (a3+b3+c3) = a1+a2+b1+b2
לכן

a3 = K – (a1+a2) = b1+b2

b3 = K – (b1+b2) = a1+a2
c1 = K – (a1+b1) = a2+b2

c2 = K – (a2+b2) = a1+b1 

a1b1c1+a2b2c2+a3b3c3 = a1b1(a2+b2) + a2b2(a1+b1) + 0 = 

= a1a2(b1+b2) + b1b2(a1+a2) + 0 = a1a2a3+b1b2b3+c1c2c3
מש"ל עבור מקרה פרטי.

עכשיו נראה, שמקרה כללי מתקבל מהמקרה הפרטי.
צריך להוכיח שהביטוי 
M = (a1b1c1+a2b2c2+a3b3c3) – (a1a2a3+b1b2b3+c1c2c3)
שווה ל-0 עבור כל טבלא.
אם נוסיף מספר d לאיברי האלכסון a1, b2, c3 אז נקבל ריבוע אחר שגם מקיים את אותו התנאי. כמובן, M ישתנה ל-
((d+a1)b1c1+a2(d+b2)c2+a3b3(d+c3)) – 

– ((d+a1)a2a3+b1(d+b2)b3+c1c2(d+c3)) =
= d((b1c1+a2c2+a3b3) – (a2a3+b1b3+c1c2)) + M
אם נבחר d = – c3 אז הביטוי הזה יהיה 0, כי הוכחנו שזה מתאפס במקרה הפרטי, לכן צריך להוכיח ש = d((b1c1+a2c2+a3b3) – (a2a3+b1b3+c1c2)) 0, התוספת שהוספנו היא 0. כלומר מספיק להוכיח שבכל טבלא שמקיימת תנאים
 b1c1+a2c2+a3b3 = a2a3+b1b3+c1c2 
נכפיל את שני האגפים ב-2 ונוסיף לשני האגפים את סכום הריבועים של כל איברי הטבלא שהם לא על האלכסון. נקבל נוסחא שקולה:
a22+a32+b12+b32+c12+c22 + 2a2a3+2b1b3+2c1c2 =
 = a22+a32+b12+b32+c12+c22 + 2b1c1 + 2a2c2 + 2a3b3
(a2+a3)2 + (b1+b3)2 + (c1+c2)2 = (b1+c1)2 + (a2+c2)2 + (a3+b3)2
זה ברור מפני ש-

a2+a3 = K – a1 = b1+c1
b1+b3 = K – b2 = a2+c2
c1+c2 = K – c3 = a3+b3 
פתרון שני. נסמן K סכום בכל שורה ובכל עמודה. נסמן B סכום הריבועים של כל 

המספרים בטבלא, C סכום החזקות השלישיות של כל המספרים בטבלא.
 (x2+y2+z2)(x+y+z) = x3 + y3 + z3 + x2y+y2x+x2z+z2x+y2z+z2y 

 (x+y+z)3 = x3 + y3 + z3 + 3(x2y+y2x+x2z+z2x+y2z+z2y) + 6xyz

נסמן 

P(x,y,z) = (3(x2+y2+z2)(x+y+z) – (x+y+z)3)/2 = 
= (x3 + y3 + z3) – 3xyz  
אז
C – 3(a1b1c1 + a2b2c2 + a3b3c3) = 

= P(a1 , b1 , c1) + P(a2 , b2 , c2) + P(a3 , b3 , c3) =
= 3KB/2 – 3K3/2 =

= P(a1 , a2 , a3) + P(b1 , b2 , b3) + P(c1 , c2 , c3) =

= C – 3(a1a2a3+b1b2b3+c1c2c3)
a1b1c1 + a2b2c2 + a3b3c3 = a1a2a3+b1b2b3+c1c2c3
