3. א. על הלוח רשומים מספרים 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128.

מותר למחוק כל 2 מספרים ולהחליף אותם בהפרש שלהם, שהוא מספר לא שלילי. אחרי 7 פעולות כאלה יהיה רשום על הלוח רק מספר אחד. האם המספר הזה עלול להיות 97?

ב. על הלוח רשומים 1, 2, 22, 23, ..., 210. מותר למחוק כל 2 מספרים ולהחליף אותם בהפרש שלהם, שהוא מספר לא שלילי. אחרי 10 פעולות כאלה נקבל שיהיה רשום על הלוח מספר אחד.  אילו ערכים הוא יכול לקבל?
תשובה. א. כן. ב. כל המספרים האי-זוגיים מ-1 עד 1023.
פתרון. א. נראה מה יקרא בלוח:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128
אחרי שניקח הפרש של 64 ושל 32:

1, 2, 4, 8, 16, 32 , 128
אחרי שניקח הפרש של 16 ושל 8:
1, 2, 4, 8, 32, 128
אחרי שניקח הפרש של 8 ושל 4:
1, 2, 4, 32, 128
אחרי שניקח הפרש של 4 ושל 2:
1, 2, 32, 128
אחרי שניקח הפרש של 2 ושל 1:
1, 32, 128
אחרי שניקח הפרש של 32 ושל 1:
31, 128
ובסוף נקבל 97.
ב. אנחנו נתבונן במקרה הכללי, כאשר בהתחלה על הלוח רשומים 1, 2, 22, 23, ..., K2. ברור, שאם על הלוח יש מספר אי-זוגי אחד בדיוק, אז גם אחרי פעולה הבאה יהיה מספר אי-זוגי אחד בדיוק, לא משנה אם ניקח הפרש של זוגי ואי-זוגי או של זוגיים.
לכן תמיד יהיה מספר אי-זוגי אחד על הלוח, ובסוף, כאשר יש מספר אחד, הוא אי-זוגי. ברור גם, שכאשר לוקחים הפרש בין שני מספרים, המספר שמתקבל אינו עולה על המספר הגדול מבין ה-2, לכן המספר המקסימאלי שרשום על הלוח אינו עולה. 

לפיכך, נוכל לקבל בסוף רק מספרים אי-זוגיים ורק כאלה שלא עולים על K2. 

עכשיו נוכיח שאת כל המספרים האלה אפשר לקבל. את זה נוכיח באינדוקציה על K. בסיס האינדוקציה ברור. כעת נניח שהוכחנו את זה עבור 1-K2 ומוכיחים עבור K2.
נניח שצריך לקבל מספר M אי-זוגי. יש שני אפשרויות:

1) M < 1-K2 , אז בשלב ראשון נחסיר 1-K2 מ-  K2, ונגיע לשאלה שכבר יודעים לפתור לפי הנחת האינדוקציה. 
2) M < 1-K2 , אז M – K2 < 1-K2 . לכן, לפי הנחת האינדוקציה, אפשר באמצעות הפרשים להפוך את כל המספרים חוץ מ- K2 למספר M – K2, ואז לקחת הפרש.
