6. (כל סעיף – 7 נקודות) כל צלע של מצולע שווה צלעות חולקה ל-N חלקים שווים, ודרך כל נקודות החלוקה העבירו קווים ישרים, שמקבילים לצלעות. כך המשולש חולק ל-2N משבצות משולשיות קטנות. המשבצות שנמצאות בין שני קווים מקבילים צמודים יוצרים פס. 

א. מהי הכמות המרבית של משבצות שאפשר לסמן, כך שאף שתיים מהמשבצות המסומנות לא תהיינה באותו פס, באף אחד משלושת הכיוונים, עבור 10 = N ?
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ב. אותה שאלה עבור 9 = N .
תשובה: א . 7. ב. 6

פתרון. א. בציור רואים דוגמה ל-7 משבצות מסומנות, רואים שאף שניים לא באותו פס.

נשאר להוכיח שאי-אפשר לעשות יותר. 

נמספר פסים בכל כיוון מ-1 עד 10, מהקטנה לגדולה. אז בפס שמספרו K יש 1 – K2 משבצות.

נצבע את המשבצות בשני צבעים, שחור ולבן, כך ששני משבצות צמודות יהיו שונות בצבע, ומשבצות פינתיות יהיו שחורות (צביעת שחמט), כמו בציור השני. קל לראות שסכום מספרי 3 הפסים שמכילים משבצת לבנה גדול ב-1 מסכום מספרי הפסים שמכילים משבצת שחורה שנמצאת לידה, כי שניים מהמספרים זהים ומספר שלישי גדול ב-1. לכן, אם נעשה טיול רציף כלשהו על הלוח, סכום מספרי הפסים יעלה ב-1 כאשר נעבור למשבצת לבנה וירד באחד כאשר נעבור למשבצת שחורה. לכן סכום מספרי הפסים זהה לכל המשבצות השחורות ושווה ל-21, ושווה ל-22 לכל משבצת לבנה.

נגיד שמשבצת מסומנת מאימת על משבצת אחרת אם הם באותו פס. אם לא סומנו שני משבצות באותו פס, אז כל משבצת מאוימת רק מ-3 משבצות לכל היותר, לכן סה"כ יש לא יותר מאשר 300 איומים.

מצד שני, כל משבצת מסומנת, שנמצאת ב-3 פסים שמספריהם K, M, N מאימת (1 – K2) + (1 – M2) + (1 – N2) = 3 – (N+M+K)2 פעמים (כולל את עצמה 3 פעמים ושכניה פעמיים), כלומר לפחות 39 פעמים. 

לכן 8 משבצות מסומנות יתנו לפחות 39·8 = 312 איומים, וזה לא יתכן.

ב. אם נמחק פס קיצוני (בכיוון כלשהו) מהדוגמא שהראנו עבור 10, נקבל דוגמה עבור 9 עם 6 משבצות מסומנות. 

נוכיח שאי-אפשר יותר. מאותם שיקולים כמו ב-א', כל משבצת מסומנת יכולה לאים על 35 או 37 משבצות, תלוי אם היא שחורה או לבנה, אבל לפחות 35. 

סה"כ יש 81 משבצות, על כל משבצת אפשר לאים רק 3 פעמים, לכן מותר רק 243 איומים, ו-7 משבצות מסומנות יתנו 7·35 = 245 איומים, וזה בלתי אפשרי.
_1277548505

