1. CM, BN הם תיכונים של משולש ABC.

P נקודה על AB כזאת שחוצה הזווית של ACB של המשולש הוא גם חוצה זווית של הזווית MCP. Q נקודה על AC כזאת שחוצה הזווית של ABC של המשולש הוא גם חוצה זווית של הזווית NBQ. נתון גם, ש- AP = AQ.

האם משולש ABC בהכרח שווה שוקיים?

תשובה: לא.

פתרון. נסמן צלעות המשולש AB = c , AC = b , BC = a.

אנחנו נשתמש בטענה

טענה. אם P נקודה על AB כזאת שחוצה הזווית של ACB של המשולש הוא גם חוצה זווית של הזווית MCP, אז  AP / BP = b2 / a2.

נוכיח את הטענה בסוף. אז AP , BP זה שני מספרים שסכומם c, והיחס בינם הוא b2 / a2 . שני המספרים שסכומם 1 והיחס בינם b2 / a2 הם 
[image: image1.wmf]22

2222

ab

,

a+ba+b

.

אם רוצים שהסכום יהיה c מספיק להכפיל ב-c ולכן 
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באופן דומה  
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כלומר השאלה היא: האם השוויון 
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 גורר b = c ?

אפשר לצמצם bc ולהכפיל במכנה: 
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המשוואה הזו מתקיימת בשני מקרים: b = c או a2 = bc.

במקרה השני המשולש עלול להיות לא שווה שוקיים. 

למשל משולש שצלעותיו a=12 , b=9 , c = 16.

נשאר להוכיח את הטענה.

הוכחת הטענה. אפשר להניח ש-C ראשית הצירים, ולהתייחס לנקודות אחרות כאל ווקטורים. נסמן ווקטורים. אז |B| = a , |A| = b. אז M = (A+B)/2.

כל נקודה על ישר CM נרשמת בצורה m(A+B) , כאשר m מספר ממשי.

השיקוף יחסית חוצה זווית של BCA מעביר את B ל- aA/b (ווקטור בכיוון של A אבל באורך  |B|) ומעביר את A ל- bB/a, לכן הישר m(A+B) עובר לישר m(aA/b+bB/a) = m(a2A+b2B)/ab = t(a2A+b2B).

וכל נקודה על AB אפשר לרשום בתור

A + k(B – A) = kA + (1 – k)B.

P היא נקודה שנמצאת גם על AB וגם על הישר שסימטרי לתיכון לגבי חוצה זווית, לכן  
[image: image8.wmf]22

22

aA+bB

P=

a+b


לכן הווקטורים            
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כלומר אלה כפולות של אותו ווקטור עם מקדמים a2 , b2. 
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