3. קבוצה של N2 שחמטאים ארגנו שני תחרויות שח מלאות, כלומר בכל תחרות כל שחקן שיחק אם כל שחקן אחר פעם אחת בדיוק (בשחמט המנצח מקבל נקודה, המפסיד 0 נקודות, ובמקרא של תיקו כל שחקן מקבל ½  נקודה).

מסתבר, שעבור כל שחקן, סכום הנקודות שהוא צבר בתחרות הראשונה שונה ב-N לפחות מאשר סכום הנקודות שהוא צבר בפעם השנייה.

הוכח, שזה השתנה ב-N בדיוק.

פתרון. נניח שיש K שחמטאים שתוצאתם ירדה. אפשר למספר את כל השחמטאים, כך שהשחמטאים שתוצאה שלהם ירדה יהיו בהתחלה. נניח שתחרות הראשונה הם צברו 
A1 , … , AK , AK+1 , … , A2N
נקודות, ובמשחק השני קיבלו 

B1 , … , BK , BK+1 , … , B2N
נקודות, כאשר 
A1 ≥ B1+N , … , AK ≥ BK+N , AK+1 +N ≤ BK+1 , … , A2N +N ≤ B2N
כאשר אנחנו מסכמים K אי-שוויונים ראשונים ו-K-N2 אי-שוויונים אחרים בנפרד, נקבל
A1+A2+…+AK ≥ KN + B1+B2+ … +BK              (*)
AK+1+AK+2+…+A2N + (2N – K)N ≤ BK+1+BK+2+ … +B2N              (**)
סכום הנקודות של כל שחקן בכל תחרות אפשר לפצל לשני חלקים: הנקודות שהוא צבר במשחקים עם K שחקנים ראשונים ונקודות שהוא צבר במשחקים האחרים.
סכום הנקודות ש-K שחקנים ראשונים צברו במשחק זה אם זה לא השתנה מתחרות לתחרות (ושווה לכמות הזוגות בקבוצה של K אנשים), לכן צריך לרדת כמות הנקודות ש-K שחקנים ראשונים צברו במשחקים אם 2N – K שחקנים אחרים, והוא צריך לרדת ב-KN לפחות, לפי האי-שוויון (*). 
באופן דומה, כמות של הנקודות שצברו 2N – K שחקנים אחרונים צריך לעלות לפחות במספר (2N – K)N לפי (**) אבל הם צברו אותו מספר של נקודות במשחקים אחד אם השני, לכן הם צריכים לקבל את הנקודות הנוספות במשחקים אם K השחקנים הראשונים.
סה"כ יש (2N – K)K משחקים בין K שחקנים ראשונים לבין 2N – K שחקנים אחרונים, ולכן אם בתחרות השנייה מספר הניצחונות של 2N – K שחקנים אחרונים עלה ב-L אז 

L ≤ (2N – K)K

מצד שני הסברנו כי 

(2N – K)N ≤ L

KN ≤ L

כתוצאה מאי-שוויונות (*), (**) ולכן, אם נסכם את שני האי-שוויונים האחרונים נקבל

2N2 ≤ 2L

N2 ≤ L ≤ (2N – K)K

N2 –  2NK + K2 ≤ 0

מקבלים שריבוע (N – K)2 לא חיובי, לכן הוא 0. לכן האי-שוויון הופך לשוויון. 

לכן גם אי-שוויונים שחיברנו כדי לקבל אותו היו בעצם שוויונים, לכן אי-שוויונים (*), (**) בעצם שוויונים, לכן אי-שוויונים שהתחלנו מהם (שהם הנתון) הם בעצם שוויונים.
