3. נתון אוסף של 20 משקולות שבעזרתם אפשר למדוד כל משקל שלם מ-1 ג' ועד 1997 ג' (מניחים תמיד את המשכל על צד אחד של המאזניים, ואת המשקולות על הצד השני). 
מהו המשקל הקטן ביותר האפשרי של המשקולת הכבדה ביותר בתנאי ש:

א. משקלי המשקולות – כולם מספרים שלמים

ב. משקלי המשקולות לאו דבקה שלמים?

תשובה. א. 146 ב. 
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פתרון. נסדר את המשקולות לפי הסדר, מהקלה לכבדה. אז 

טענה. משקלה של משקולת מספר K הוא לכל היותר 1-K2 ג'.
הוכחת הטענה. נניח אחרת, משקלה של משקולת מספר K ושל כל המשקולות שאחריה עולה על 1-K2. אז את כל המשקלים השלמים בין 1 לבין 1-K2 אפשר לשקול באמצעות 1-K משקולות קלות ביותר. אבל לקבוצה של 1-K משקולות יש רק 1-K2 תת-קבוצות, וזה כולל קבוצה ריקה. לכן אי אפשר מתוך 1-K משקולות ליצור 1-K2 משקלים שונים. מש"ל.
לפי הטענה, המשקלים של 8 משקולות הקלות הם לכל היותר 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 ולכן משקלם הכולל הוא לכל היותר 255. לכן משקלם הכולל של 12 משקולות הכבדות הוא לפחות 1742, כלומר משקלם הממוצע עולה על 145.
א. מכאן נובע, אם המשקלים שלמים, שיש משקולת של 146. אפשר גם לתת דוגמה של מערכת משקולות שאין בה משקלים גבוהים יותר:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 145, 145, 145, 145, 145, 145, 145, 145, 145, 145, 146, 146.

באמצעות 12 משקולות הכבדות אפשר להוריד משקל לערך נמוך מ-256, ואז לשקול את מה שנשאר באמצעות 8 משקולות הקלות (השלב האחרון שקול לפירוק בינארי).
ב. בעצם, המשקל הממוצע של 12 משקולות הכבדות הוא לפחות (לפי הטענה) 
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. אפשר לתת דוגמה שבה המשקולת הכי כבדה 
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1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 145, 145, 145, 145, 
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את 8 משקולות הכי כבדות בדוגמא זו אפשר להדביק בקבוצות של 4 למשקולת שמשקליהם 581. אם המשקל גדול, אז מורידים ממנו 581 פעם או פעמיים ומגיעים למשקל שאפשר לשקול אותו באמצעות 12 המשקולות הקלות.
טענה 2. אם לאחת מ-8 משקולות ראשונות המשקל אינו שלם, אז גם משקולת מספר 9 שוקלת 128 לכל היותר. 
טענה 3. בדוגמה שהיא יותר טובה מהדוגמה שהראנו, עבור K ≤ 8, משקל של משקולת מספר K חייב להיות 1-K2.

טענה 4. בדוגמה שהיא יותר טובה מהדוגמה שהראנו, עבור K > 8, משקל של משקולת מספר K חייב להיות גדול מ-144.

הוכחת טענה 2. נניח בשלילה שיש משקולת לא שלמה A בין 8 משקולות הקלות, ושמשקולת 9 עולה על 128 (ואז כך גם כל המשקולות שאחריה).

אז את כל המספרים השלמים עד 128 אפשר לקבל בתור סכומי תתי-קבוצות של קבוצת 8 משקולות ראשונות (כולל 0 כי מקבלים אותו מהקבוצה הריקה).

נחלק את כל תתי-הקבוצות של 8 משקולות ראשונות לזוגות: תתי-קבוצות X, Y שייכות לאותו זוג אם X = {A} U Y או להפך, Y = {A} U X . כלומר, ההבדל היחיד בין שני תתי-קבוצות באותו זוג זה שאחת מכילה את A, והשנייה לא.
אז ברור, שבכל זוג רק לקבוצה אחת יכול להיות סכום שלם. לכן מתוך 256 = 28 תתי-קבוצות רק 128 נותנים סכומים שלמים, כולל קבוצה ריקה, לכן לא נוכל לקבל את כל המספרים מ-1 עד 128.

הוכחת טענה 3. נניח שלא. משקל של משקולת מספר K קטן מאשר 1-K2 (הוא לא יכול להיות גדול יותר לפי טענה 1). 

אם הוא לא שלם, אז משקל של משקולת 9 הוא לכל היותר 128, לכן משקל כולל של 9 משקולות ראשונות הוא לכל היותר 383, לכן משקל של 11 משקולות אחרונות 1614, לכן משקליהם הממוצע הוא 
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. כלומר זה פחות טוב מהדוגמא שלנו. 
אם המשקל של משקולת מספר K קטן מאשר 1-K2 ושלם, אז סכום של 8 משקולות ראשונות הוא לכל היותר 254, לכן סכום של 12 משקולות אחרונות הוא לפחות 1743, והממוצע של 12 משקולות אחרונות לפחות 
[image: image13.wmf]17431

=145

124

 כלומר זה לא יותר טוב מהדוגמה שהראנו (אבל אולי באותה רמה). מש"ל.

הוכחת טענה 4. אם משקולת מספר 9 שוקלת 144 או פחות, אז משקל כולל של 9 משקולות ראשונות הוא 399 לכל היותר, ומשקל ממוצע של 11 משקולות אחרונות הוא 
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 כלומר פחות טוב מהדוגמה שהראנו. מש"ל.

כעת, אפשר להוכיח שהדומה שלנו הכי טובה. לפי טענות 2, 3 אפשר להניח ש-8 משקולות ראשונות הן 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 ושכל המשקולות האחרות כבדות ממש מ-144. בשביל להרכיב משקל של 256 צריכים להשתמש במשקולת אחת מבין 12 משקולות הכבדות, אבל לא 2 מתוך המשקולות האלה, כי אז יהיה כבר מעל 280. לכן בין 12 משקולות כבדות יש משקולת שמשקלה שלם, אבל יש רק מספר שלם אחד שגדול מ-144 וקטן מ- 
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חוץ מהמשקולת הזו ו-8 משקולות אחרונות, כל 10 משקולות נותנות משקל כולל קטן ממש מאשר 
[image: image16.wmf]×=

11

101451452

42

 לכן ביחד השקולות של 145, ועוד 8 משקולות ראשונות, ועוד 10 משקולות אחרות שוקלות פחות מ-
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, לכן המשקולת שנשארת שוקלת יותר מ- 
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. לכן כל 12 משקולות הכבדות שוכלות מעל 
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. כלומר, כל שתיים מהם שוקלות מעל 289.
אפשר לשקול משקל של 420. בשקילה זו מבין 12 משקולות הכבדות ישתתפו בדיוק 2 משקולות (1 לא מספיק, 3 יותר מדי). לכן סכום של שני משקולות A, B מבין ה-12 הכבדות מספר שלם, גדול מ-289, כלומר לפחות 290. 
לכן משקל כולל של A, B ועוד 8 משקולות ראשונות ועוד 9 משקולות נוספות קטן מ- 
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. לכן המשקולת שנשארה חייבת להיות כבדה ממש מ-
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ובכן הגענה למסקנה שכל 12 המשקולות הכבדות נמצאות גדולות ממש מ-
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 וקטנות ממש מ-
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. כלומר אם משקל כולל של 4 משקולות כאלו שלם, אז הוא שווה 580. 
כדי לשקול 700 צריך בדיוק 4 משקולות כאלה ועוד משקולות קטנות (3 לא מספיק אם כל המשקולות הקטנות, ו-5 כבד מדי). לכן יש 4 משקולות מבין ה-12 האחרונות שמשקלם בדיוק 580. אבל אז משקל כולל של 4 משקולות אלו ועוד 8 משקולות הקלות שווה 835, ומשקל כולל של 8 משקולות אחרות 1262. אז המשקל הממוצע של 8 משקולות שווה 
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, כלומר המצב לא יותר טוב מהדוגמא שהבאנו, מש"ל.
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