4. בפינה של לוח משבצות M×N נמצא צריח. שניים מבצעים מהלכים עם הצריח לפי התור. אסור להם להניח צריח על משבצת או להעביר אותו דרך המשבצת אם הצריח כבר היה (או עבר) באותה המשבצת.

מי שאין לו מהלך חוקי, מפסיד.

מי מנצח – הראשון או השני, וכיצד הוא צריך לשחק?

תשובה. השני מנצח רק כאשר 1=M=N.
פתרון. קודם נבדוק מקרה פרטי.
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טענה. אם M > N ובפעם הראשונה השחקן הראשון יעשה את המהלך הארוך ביותר, אז הו יכול לנצח.

הוכחת טענה. נוכיח את הטענה באינדוקציה על N. כאשר N = 1 הטענה ברורה.

נניח כעת שהוכחנו את הטענה עבור כל מספר עמודות קטן מ-N (יש יותר שורות מאשר עמודות).

נניח ראשון יעשה בהתחלה מהלך אנכי, מפינה לפינה.

השני נאלץ לעשות מהלך אופקי.

הראשון שוב יעשה מהלך אנכי, מצלע לצלע. 

בצורה כזאת הלוח נחתך לשני חלקים (יכול להיות שחלק אחד ריק), והשני במהלך הבא שלו יבחר באיזה חלק מהלוח יתנהל המשחק.

נתבונן באותו החלק של הלוח שהשני יבחר, כאשר מוסיפים לו עוד עמודה, וזאת העמודה שהשחקן הראשון כיסה במהלך השני שלו. בעצם זה אותו משחק על לוח מלבני קטן יותר, שגם פה יש יותר שורות מעמודות, שמתחיל במהלך הכי ארוך שיכול להיות של שחקן ראשון. 
לכן לפי הנחת אינדוקציה הראשון יכול לנצח אם הוא ירצה. מש"ל.
(קל לראות, שאסטרטגיית ניצחון שמצאנו עבור ראשון זה תמיד לעשות מהלכים אנכיים באורך גדול ככל האפשר).
מקרה שבו M < N דומה, לכן נשאר לבדוק מקרה של לוח ריבועי: M=N.
לפי שיקולי סימטריה, אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שמהלכו הראשון של השחקן הראשון הוא אופקי.
אם השחקן הראשון יעשה את המהלך הראשון שלו לא עד הפינה, אז השחקן השני יוכל לנצח. אכן, הוא יוכל לעשות מהלך אנכי ארוך ביותר, ולחתוך את הלוח לשני חלקים מלבניים, שבהם מספר שורות עולה על מספר עמודות, ואז ראשון יהיה במצב שתיארנו אותו בהוכחת הטענה, וראינו שבמצבים כאלה מפסידים. 

לכן הראשון צריך לבצע את המהלך האופקי הראשון שלא מפינה לפינה, אחרת הוא יפסיד.

אז השני יצטרך לבצע מהלך אנכי, וגם הוא יצטרך לעשות מהלך באורך הגדול ביותר, עד הפינה. אחרת הראשון יעשה את המהלך האופקי הארוך ביותר, יחתוך את הלוח ל-2 לוחות והשני ימצא את עצמו במצב שבו מפסידים (כמובן, אם השני יעשה את המהלך הקצר ביותר, אז הראשון לא יוכל לחלק את הלוח ל-2, אבל הוא יעשה מהלך ראשון מהפינה של לוח שנהיה לוח מלבני, ושם הוא מנצח).
אחרי שני מהלכים מפינה לפינה ראשון חייב לעשות מהלך אופקי.
ברגע זה אפשר להגיד שלוח נהיה קטן יותר: ירדה שורה וירדה עמודה. 

נתבונן ב-2 מקרים:

א. במשחק על לוח שיש לו 1-N שורות ואותו מספר עמודות הראשון יכול לנצח.

ב. במשחק על לוח שיש לו 1-N שורות ואותו מספר עמודות השני יכול לנצח.

במקרה א' לראשון יש אסטרטגיה מנצחת על לוח קטן יותר, אם במהלכו הראשון הוא עובר K משבצות. אז הראשון במהלך השני שלו צריך לעבור 1+K משבצות, והוא יהיה במצב כאילו שהוא התחיל מהפינה של לוח קטן יותר ועבר K משבצות במהלך הראשון, ובמצב זה הוא יכול לנצח.
במקרה ב' הראשון צריך במהלך השני שלו לעשות את המהלך הקצר ביותר. ואז השני משחק על לוח קטן יותר כאשר הוא מתחיל מהפינה, וזה מצב שמפסידים בו, לכן גם פה הראשון מנצח.

ובכן, לכל לוח ריבועי N×N שבו אפשר להגדיר לוח קטן יותר של (1-N)×(1-N) הראשון ינצח.

נשאר לבדוק מקרה של לוח 1×1 ושם הראשון מפסיד.

