5. הוכח שקיימות אינסוף שלשות n-1 , n , n+1 כאלה ש:

א. את n אפשר לפרק לסכום של שני ריבועים (של מספרים שלמים חיוביים), 
אבל את שני המספרים האחרים – לא.

ב. כל אחד מ-3 המספרים אפשר לפרק לסכום של שני ריבועים.

פתרון. א. קודם נראה דוגמה אחת לשלשה כזאת: 12,13,14. 
22 + 32 = 13.

14 וגם 12 הם לא סכומים של 2 ריבועים, אפשר לראות את זה למשל מהטענות:

טענה 1. מספר שמתחלק ב-3 אבל לא מתחלק ב-9 הוא לא סכום שני ריבועים. 

טענה 2. מספר שמתחלק ב-7 אבל לא מתחלק ב-49 הוא לא סכום שני ריבועים. 

אנחנו נוכיח רק טענה 2, כי טענה ראשונה דומה לטענה שנייה ואפשר להוכיח אותה באמצעות אותם רעיונות או אפילו פשוט יותר.

הוכחת טענה 2. נניח ש- n2+m2 מתחלק ב-7 אבל לא ב-49. אם שני המספרים n,m היו מתחלקים ב-7 אז ריבועיהם היו מתחלקים ב-49 וזה לא יכול להיות.

לכן אפשר להניח שאחד מהם (למשל n) לא מתחלק ב-7.

אבל אז m2 = - n2 (mod 7) ולכן k2 = (m/n)2 = - 1 (mod 7)

אבל בדיקה קצרה מראה כי mod 7 ריבוע של מספר יכול להיות

02 = 0 (mod7)
12 = 62 = 1 (mod7)
22 = 52 = 4 (mod7)

32 = 42 = 2 (mod7)
כלומר ריבוע mod7 של מספר הוא אף פעם לו 1- . לכן זה לא יתכן.
יהיה A = 32.72 = 441. אז המספרים 12+N.A, 14+N.A הם לא יכולים להיות סכומים של שני ריבועים לאף N שלם, לפי הטענות: הראשון תמיד מתחלק ב-3 אבל לא ב-9 והשני תמיד מתחלק ב-7 אבל לא ב-49.

ניקח n = 32 + (2+m.A)2 = 13 + (4m+ m2.A).A, כאשר m מספר טבעי כלשהו. 

אז n הוא סכום של שני ריבועים, אבל n-1 , n+1 הם לא.
ב. קודם כל, נוכיח טענה  חשובה.
טענה 3. אם כל אחד משני המספרים M, N הוא סכום של שני ריבועים שלמים אז גם מכפלתם M.N זה סכום של שני מספרים שלמים.

הוכחת טענה 3. אם N = a2 + b2 , M = c2 + d2 אז

N.M = (a2 + b2).(c2 + d2) = a2c2 + b2c2 + a2d2+b2d2 =

= (ac – bd)2 + (ad + bc)2
מש"ל.

הערה. הוכחה של טענה 3 זו דוגמא להוכחה שברור למה היא נכונה אבל לא ברור כיצד המציאו אותה. למי שרוצה בכל זאת להבין מאיפה זה הגיע ניתן רמז: צריך לחשוב על מכפלה של מספרים מרוכבים.
ובכן, צריך לבנות אינסוף שלשות של מספרים עוקבים שכל המספרים בהם מהווים סכומים של שני ריבועים שלמים. אנחנו נבנה סדרה אינסופית של דוגמאות שמקיימת תנאי נוסף – המספר האמצעי n הוא בעצמו ריבוע, למשל:
288 = 122 + 122
289 = 172 = 152 + 82
290 = 172 + 12
אבל מכל שלשה כזאת: 

n-1 = a2 + b2
n = k2 = c2 + d2
n+1 = k2 + 12
אפשר להגיע לשלשה גדולה יותר מאותו סוג:

n2-1 = (n-1)(n+1)

n2 = (kc)2 + (kd)2
n2+1 = n2 + 12
אבל המספר הראשון בשלשה הוא מכפלה של שני מספרים , (n-1)(n+1), וכל גורם הוא סכום של שני ריבועים לכן המכפלה גם כן (לפי טענה 3).

כמובן, מספר הראשון בשלשה הוא לא ריבוע שלם לכן שני המחוברים בכל 3 הסכומים גדולים מ-0.

