6. נתון לוח 1000×1, שהוא בהתחלה ריק, וערמה של N אסימונים.

שניים משחקים לפי התור. השחקן הראשון מסוגל לשים לא יותר מ-17 אסימונים על משבצות ריקות של הלוח (הוא יכול לקחת חלק מהאסימונים מהערמה, וגם להזיז מספר אסימונים שכבר נמצאים על הלוח כך שבסה"כ הוא מזיז לא יותר מ-17). השחקן השני בכל תור שלו יכול להוריד מהלוח רצף כלשהו של אסימונים ולהחזיר אותם לערמה (רצף זה סדרה של אסימונים על הלוח בלי רווחים באמצע). השחקן הראשון מנצח כאשר הוא מצליח לשים את כל האסימונים על הלוח ברצף אחד.

1. הוכח שעבור N = 98 השקן הראשון יכול לנצח.

2. עבור איזה N הכי גדול יוכל השחקן הראשון לנצח?
פתרון. א. נסביר, כיצד השחקן הראשון צריך לשחק כדי לנצח.

בהתחלה, הראשון צריך לסדר 12 רצפים של 8 אסימונים על הלוח, כאשר יש רווח של משבצת בין רצף לרצף. סה"כ 96 אסימונים על הלוח ו-11 רווחים.
כמובן, השקן השני יפריע לו לבנות כזה מבנה, אבל הוא יכול בכל מהלך להוריד רק 8 אסימונים (כי אין רצפים יותר ארוכים מ-8) והראשון יכול להחזיר אותם ולהוסיף עוד 9 אסימונים, עד שיגיע למבנה שאמרנו.
כמובן, גם אחרי שנגיע למבנה זה, השני יכול להוריד כל שמיניה (או חלק ממנה) מהלוח. הראשון יכול להחזיר את השמיניה שירדה מהלוח ועוד לשים על הלוח את שתי האסימונים שעדיין נמצאים בצד. הוא ישים אסימון אחד בין שני השמיניות הימניות, ואסימון שני בין שני השמיניות השמאליות.

כעת יש בצד שמאל ובצד ימין רצפים גדולים של 17 אסימונים, ובאמצע רצפים של 8, ויש 9 רווחים.

אם השחקן השני בתור הבא יריד רצף של 17 או חלקים ממנו, אז השחקן הראשון באמצעות 8 אסימונים מתוך ה-17 האלה ישלים את החורים בין רצפים אחרים ואת 9 שסימונים האחרים מתוך ה-17 יצמיד לרצף הגדול שנוצר, וכך הוא ינצח.
אם, לאומת זאת, יבחר השחקן השני להוריד רצף של 8 מהאמצע או חלק ממנו, אז השחקן הראשון יחזיר את השמיניה הזאת למקום, ואז ייקח את 9 אסימונים בצד שמאל של השורה ובאמצעותם ישלים את 9 הרווחים בין רצפים אחרים.

כלומר בכל מקרה הוא מצליח ליצור רצף של 98.
ב. נקרא לכל שיטה של סידור אסימונים על הלוח (ועוד K אסימונים בצד) מצב. המצב נקרא ניצחון אם כל N האסימונים נמצאים על הלוח ברצף. המצב נקרא קדם-ניצחון אם עבור כל מהלך של שני במצב הזה הראשון יוכל במהלך אחד להגיע למצב של ניצחון. כמובן, הראשון בשביל לנצח חייב להגיע מתישהו למצב של קדם-ניצחון. הרי אם הוא לא יגיע למצב של קדם-ניצחון אז השני יוכל בכל מהלך למנוע מהראשון לנצח במהלך הבא, ואז הוא לא יפסיד אף פעם. 

אנו נניח שהראשון הגיע למצב של קדם-ניצחון ונוכיח שיש לכל היותר 98 אסימונים, מכאן נסיק שעבור N > 98 אי-אפשר לנצח.

נניח שהגענו למצב של קדם-ניצחון ולראשון יש K-N אסימונים על הלוח ועוד K בצד. קודם כל, ברור שאין רצף של 18 (או אפילו K-18) אסימונים עי אז השני יוריד אותם ויהיו 18 אסימונים לא על הלוח שאי-אפשר להחזירם ללוח במהלך אחד. ברור גם שלא יכולים להיות K>17 אסימונים לא על הלוח.
נסמן את האסימון ה-18 משמאל A ואת האסימון ה-18 מימין B.

נתבונן ברצף שמכיל את A וברצף שמכיל את B ובכל הרצפים שנמצאים בינם. לרצפים אלה נקרא "החלק האמצעי".

לכל האסימונים שנמצאים משמאל לרצף שמכיל את A נקרה "הקצה השמאלי".

לכל האסימונים שנמצאים מימין לרצף שמכיל את B נקרה "הקצה הימני".

ברור שיש רווח בין רצף שמכיל את A לקצה השמאלי, כי אחרת יש רצף של 18 אסימונים מצד שמאל. באופן דומה ברור שיש רווח בין רצף שמכיל את B לקצה הימני. (כמובן, יכול להיות שA נמצא מימין ל-B, אבל אין טעם לדבר על מקרה זה כי אז נמצאים על הלוח פחות מ-40 אסימונים).

אם השחקן השני יוריד את הרצף שמכיל את A אז הראשון במהלך הבא חייב להחזיר ללוח את כל האסימונים שהוא הוריד. במקרה זה הוא לא יוכל להזיז את כל האסימונים בקצה השמאלי, כי במקרה זה הוא צריך להזיז את כל 18 אסימונים שהיו בצד השמאלי, כולל A וכל האסימונים שהיו ברצף שלו.
באופן דומה, אם הוא יוריד את הרצף שמכיל את B אז הראשון לא יוכל להזיז את כל האסימונים בקצה הימני. 
לכן אם השני יריד את כל האסימונים ברצף הכי גדול שיש בחלק האמצעי, שמכיל M אסימונים, אז הוא גם לא יוכל להזיז את כל האסימונים בקצה השמאלי וגם לא את כל האסימונים בקצה הימני (כלומר הוא יצטרך להשאיר במקום לפחות אסימון אחד בקצה השמאלי ולפחות אסימון אחד בקצה הימני).

לכן, בשביל ליצור רצף אחד גדול הוא צריך להשלים 

את כל הרווחים שנוצרו כשהורידו רצף של M אסימונים באמצע

את כל הרווחים בין הרצפים בחלק האמצעי

את שני הרווחים בין החלק האמצעי לקצוות: הימני והשמאלי.

אם יש סה"כ P רצפים בחלק האמצעי, אז צריך במהלך אחד לסגור M+P+1 רווחים. אבל במהלך אחד אפשר לסגור רק 17 רווחים, לכן M+P ≤ 16.
כמות האסימונים בחלק האמצעי אינו עולה על M.P (הרי זה P רצפי, ולא יותר מאשר M אסימונים בכל רצף), כמות האסימונים ב-2 הקצוות לא עולה על 34 (לכל היותר 17 אסימונים בכל קצה). לפי אי-שוויון הממוצעים, אם סכום המספרים ≤ 16 אז מכפלתם ≤ 64 והמקסימום מתקבל כאשר שניהם שווים 8.

64 + 34 = 98 ולכן אי אפשר לפתור עבור מספר גדול יותר.

עבור 98 הוכחנו שאפשר בסעיף א'.

